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“față poligonală o mulţime de puncte 


Capitolul | 


Suprafete poligonale. Arii : 


Noţiunea de arie a unei figuri plane, ca și aceea de lungime a unui 
segment, îşi are originea în necesitatea practică de a compara mulţimi plane. 
Noţiunea de lungime a permis compararea segmentelor în sensul de a decide 


. dacă un segment este „mai mare“ decit alt segment. Aria va permite compa- 


rarea (măsurarea) unor alte tipuri de mulţimi plane, numite uneori 81 supra- 
fete, în acelaşi sens, adică de a decide că o suprafaţă plană este „mai mare“ 
decît alta. Pentru definirea ariei, la început ne vor fi necesare cunoştinţe 
de geometrie referitoare la poligoanele convexe şi interioarele acestora. Întru- 
cît o prezentare riguroasă a tuturor noţiunilor 81 proprietăţilor care apar 
in acest capitol este laborioasă şi dificil de făcut cu cunoștințele pe care le 
avem din clasa a IX-a, o parte a acestor proprietăţi va fi acceptată fără 
demonstraţii sau cu demonstraţii facultative. 


& 1. Suprafete poligonale 


În cazul unui poligon convex, reamintim că interiorul acestuia (manual 
cl. a IX-a, cap. I, $6) este intersecția semiplanelor deschise limitate de supor- 
turile laturilor poligonului și care contin virfurile nesitumte pe laturile respective 
(fig. 1.1). Pentru poligonul convex L = P,P;...P, situat în planul 6, inte- 
riorul poligonului se notează prin Int Р,Р,...Р, = Int L. Mulțimea LU Int L 
se numeşte suprafață poligonală convexă şi se notează [L] = LU Int L. 
Poligonul L se numește frontiera suprafeţei poligonale [L]. 

Suprafeţele poligonale convexe 
permit definirea unei noţiuni mai ge- 
nerale: 

Definiție. Se numeşte supra- 


din plan, care este reuniunea unui 
număr finit de suprafeţe poligonale 
convexe, acestea avind două cîte două 
interioarele disjuncte (fig. 1.2). 


а b 
A ZZ M 
p— 9 A? 
С 
Р 
в ЛА 
а 


Dacă 5 este o suprafaţă poligonală și [Z4], [Ls], -.., [Lp] sint suprafețele 
poligonale convexe respective, adică 


S = [L] U [L:]U ...U[L,] si Int L; П Int L; = ø pentru i +j, 


atunci vom spune că mulțimea {[L1], [L2], ..., [2,]} constituie o descompunere 
a suprafeţei poligonale 8 (fig. 1.2). | 

Pentru suprafeţele poligonale convexe s-a definit frontiera și interiorul, 
Vom defini aceste noţiuni si pentru celelalte suprafeţe poligonale. Un punct Р 
al unei suprafeţe poligonale $ se numește punct interior al lui 5, dacă există 
un disc cu centrul P, inclus in 5. Punctele lui $ care nu sint puncte interioare 
ale lui S formează frontiera lui S. Astfel, suprafeţele poligonale din figura 1.2 


Fig. 1.2. 


au următoarele frontiere: a) poligonul 414545444,4,; b) poligonul 44145...4,9; - 


c) poligoanele 41454344454, si B,B,B3B,BgB,; d) poligoanele ABC si 
MN PQ; e) poligoanele 41423430, B4B4B30, C1C3C30, D4D3D34O. 

Раса frontiera suprafetei poligonale este un poligon, atunci suprafata va 
fi numitá dupá numele poligonului; astfelse va spune: suprafatá patrulaterá, 
pentagonală etc. in loc de suprafaţă poligonală cu frontiera patrulater, penta- 
gon etc. ' 

Din definitie rezultá cá orice suprafatá poligonalá se descompune in 
suprafeţe poligonale convexe. În continuare vom arăta cá orice suprafaţă 
poligonală convexă se descompune în suprafeţe triunghiulare. 


Peoremă. O suprafață poligonală convexă eu n laturi (n —3) se 
deseompune în n— 2 suprafețe triunghiulare. 


Demonstraţie. Se va arăta întîi cá o suprafață poligonală convexă cu n laturi se. 


descompune într-o suprafaţă triunghiulară si o suprafaţă poligonală convexă cu n — 1 
laturi. Se consideră poligonul convex L = P,P, ... Pn şi dreapta P,P, (fig. 1.3). O dreaptă 
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Fig. 1.4. 


Fig. 1.8. 


EN 


care nu este suportul unei laturi a lui L are cel mult douá puncte comune cu L, prin 
urmare dreapta P,P, intersectează poligonul L numai in Р, si Р,. Rezultă că punctele 
P4, Ps ..., Pa sint de aceeași parte a lui P,P,, ceea ce înseamnă cá P,P,P,... Pn este un 


poligon convex. Deoarece P, se află în interiorul unghiului P,P,Pn rezultă са Р, si 
Р» se află de o parte și de alta a dreptei P,P,. Deci punctele Р, si Pa, Ps, ..., Pn se află 
în semiplane opuse față de P,P, adică interiorul triunghiului P,P,P, și interiorul poli- 
gonului Р,Р,Р,... Pn se află în semiplane opuse, avînd astfel intersecţia vidă. Pe de 
altă parte este evident cá [L] = [P,P,P,]U[P,P,P, ... P]. 

Aplicind succesiv acest rezultat suprafeţelor poligonale [Р,Р,Р,...Р,.], [.P,P4P,...P4] 
etc., care au fiecare cîte o latură mai puţin decît precedenta, se obţine teorema. 


Din demonstraţie rezultă că suprafaţa poligonală convexă [L]= 
= [P,P,...P,] se descompune în suprafeţele triunghiulare [7], [75], ..., [Tn] 
(fig. 1.4) unde se notează cu T; triunghiurile РуР,Р, = 2, 3, ..., n — 1. 
Este evident cá pentru o suprafatá poligonalá convexá existá mai multe 
descompuneri in suprafețe triunghiulare. 

Consecinjd. Orice suprafață poligonală poate fi descompusá in triun 


d ghiuri (fig. 1.5). 
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Exerciţii 
. 1. Să se arate cá suma măsurilor unghiurilor unui poligon convex cu n virfuri este 
Sn = (n — 2) • 180°. 
9. Cite laturi are un poligon regulat, dacă măsura unui unghi al sáu este 135°? | 


8. Dacă L = Р,Р,... Pn este un po- 

ligon convex și P; un punct pe semidreapta 
К 

opusă lui (P;Pi., atunci P;P;Pj, se nu- 

meste unghi exterior al lui L (fig. 1.6). Să 

se arate cá suma măsurilor unghiurilor ex- 


terioare ale unui poligon convex este egală 
cu 360%, 


4, Măsura unui unghi al unui poligon 
regulat este de 4 ori mai mare decit măsura 
unui unghi exterior. Cite Jaturi are poli- 

Fig. 1,8. gonu]? 


5, Cite laturi are un poligon convex, dacă toate unghiurile sale exterioare sint 
obtuze? ^ 


6.* Să se arate că într-un patrulater convex, bisectoarele a două unghiuri consecutive 
formează un unghi a cărui măsură este egală cu semisuma măsurilor celorlalte două 
unghiuri. 


$ 2. Multimi congruente și mulțimi asemenea 


Vom extinde în acest paragraf, 
noţiunile de congruentá gi asemănare, 
care in clasa a ЇХ-а au fost definite 
numai pentru multimi particulare de 
puncte  (segmente, unghiuri, triun- 

Fig. 1.7. ghiuri). . 


Sá ne imaginám o placá situatá pe о suprafatá planá, care alunecá pe 


aceasta și să notăm prin M şi M' multimile de puncte ale suprafeţei plane - 


situate sub placă pentru două poziţii oarecare ale ei (fig. 1.7). Observăm că 
prin acest procedeu se poate stabili o corespondenţă biunivocă între mulțimile 
M şi M' prin intermediul punctelor plăcii. În timpul acestei „alunecări“, 
placa am considerat-o rigidă, adică distanţa dintre două puncte fixe A și B 
ale ei este constantă, deci şi distanţele dintre imaginile acestor puncte situate 
în mulțimile M şi M' sint egale. Această proprietate este cuprinsă si in aplica- 
ţia următoare: 


Aplicație. Să se arate că dacă [А В]== [A' B'] atunci există o funcţie 
bijectivá f : [AB] — [A'B'] astfel că oricare ar fi două puncte Р, Q C [AB], 
РО —f(P)f(Q) si reciproc. 


* Problema notată cu stelutá se adresează cercurilor de elevi. 
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Fig. 1.8. 


Rezolvare. 1) Se presupune cá [AB] = [A^B'] şi fiecărui punct P e [АВ] 1 se 
asociază punctul P’ є [A'/B/] pentru care АР = A'P'. Din teorema de construcţie 
a unui segment (manual cl. a IX-a) rezultă că funcţia f:[AB]—[A'B] definită prin 
f(P) = P’ éste o bijecţie între [AB] şi ГАВ"). Trebuie arătat cá f(P)f(Q) = РО pentru 
orice Р, О e [AB]. Putem admite cá P e [AQ]. Atunci avem 

РО = AQ — AP = A'Q' — A'P' = P'Q' = f(P)f(Q). 


2) Sá demonstrăm că, reciproc, dacă funcţia bijectivá f:[4.]— [A'B'] are 
proprietatea cá f(P)f(Q) — PQ pentru orice P, Q&[AB], atunci AB = A'B'. De- 
oarece funcţia f este surjectivá, există punctele C, D є [АВ] astfel ca f(C) = A' si 
f(D) = B’ si conform ipotezei A'B' = CD. Pentru a arăta că C — A sau C — B, pre- 
supunem contrariul; atunci pe de o parte AB > CD = A'B' si pe de altá parte AB — 
= f(Af(B) <В, (căci segmentul (f(A)f(B)) este inclus în (A'B'). Am obţinut o 
contradicţie, deci C = A sau C — B. În mod analog, dacă C = A se aratá cá D — B, 
iar dacă C = B atunci D = A. Deci f(A) = A” si f(B) = B’ sau f(B) = A' si f(A) = B' 
(fig. 1.8). Dar atunci A'B' = f(A)f(B) = AB, prin urmare (AB) = (А'В!). 


Detiniţie. Multimile M si M' se numesc congruente și se notează 
M = М’ dacă există o funcţie bijectivá f : М — M' astfel ca pentru oricare 
două puncte P, 0 c М, PQ —f(P)f(Q). Funcţia f cu această proprietate 
se numeşte izometrie. Р | TW 

Mai scurt, se poate spune cá două. mulţimi sînt congruente dacă există o 
corespondenţă biunivocă între ele care păstrează distanţele. 

Următoarea proprietate, evidentă intuitiv, se admite fără demonstraţie: 
„dacă două suprafeţe poligonale sînt congruente şi una din ele este descompusă 
în suprafeţele triunghiulare [Ti], [72], ..., [Tn], atunci și cealaltă admite o 
descompunere în același număr de suprafețe triunghiulare [71], [Тг И 
astfel ca [T] = [75] 1964. d, т. 

În continuare se va extinde noţiunea de asemănare a două mulţimi, 
care а fost definită în clasa a. IX-a pentru poligoane convexe. În mod intuitiv, 
aceasta se poate face prin observarea a două hărţi ale aceleiași regiuni, exe- 
cutate la scări diferite. Dacă se compară distanţele dintre oricare două puncte 
ale uneia dintre hărţi cu distanţele dintre punctele corespunzătoare ale celei- 
lalte se constată că raportul acestora este constant. Această observaţie este 
exprimată si în următoarea: 


Proprietate. Dacă ДАВС ~ AA'B'C', atunci există un număr 
k > 0 şi o funcție bijeotivă f : ABC — A'B'C', astfel incit oricare ar fi două 
puncte Р, Q Є ABC, РО = k-f(P)f(Q) şi reciproc. 

Demonstrația se lasă ca exerciţiu facultativ. 

În baza proprietăţii de mai sus, se justifică definiţia ce urmează. 


Fig. 1.9. 


Юе?іді{і е. Multimile M şi M’ se numesc asemenea și se notează M--M' 
dacă există un număr“ k >>0 şi o funcție bijectivă f : M — M’ astfel ca pentru 
oricare două puncte P, Q Є М, РО = k-f(P)f(Q). Funcţia f cu această 
proprietate se numește asemănare, iar numărul k se numește raport de ase- 
mánare (fig. 1.9). 

Ca ві în cazul mulțimilor congruente, ве va admite următoarea proprie- 
tate: „dacă două suprafeţe poligonale sint asemenea, k fiind raportul Je 
asemănare și una din ele se descompune în suprafeţele triunghiulare [7,], 
[74], ..., [Zn] atunci gi cealaltă admite o descompunere în acelaşi număr de 
suprafeţe triunghiulare [71], [75], ..., [Th] astfel ca [7] ~ [T;], i = 1,2, ..., n, 
raportul de asemănare fiind tot k (fig. 1.10). 


Z Exerciţii 
FA 


[Ti]-- Ti^] 1. Să se arate că oricare două 


semidrepte sînt mulţimi congruente, 


Aceeași proprietate pentru drepte. 


2. Să se arate că raportul 
perimetrelor: a două poligoane 
asemenea este egal cu raportul 

Fig. 1.10. lor de asemánare. 


8 3. Aria suprafețelor poligonale 


| 
Deoarece, după cum s-a arătat la începutul acestui capitol, aflarea ariei 
unei mulţimi de puncte este o operaţie de măsurare, este necesară introdu- 
cerea unei unități de măsură. 
O suprafaţă pătrată de latură 1 se va numi unitate de suprafață. 


Se poate măsura in mod direct o Fig. 1.11. 
suprafaţă poligonală E, dacă E se des- 
compune într-un număr finit de unităţi 22 
de suprafatá (fig. 1.11). Pentru alte AA 
mulțimi, procedeul direct de măsurare E 
nu se poate aplica. Deoarece orice 
suprafaţă poligonală se descompune în suprafeţe triunghiulare, rezultă cá 
este esenţial să se poată calcula aria unei suprafeţe triunghiulare. Înainte 
însă, este necesară. definirea ariei. Pentru mulţimea «$ a suprafețelor poligo- 
nale, aria se definește prin următoarea teoremă care se va admite fără demon- 
stratie: 


Е, 


£ 


Teorema 1. (Teorema de existenţă a fune(fiei arie.) 
Există o funejie o.: £$ — R} care are următoarele proprietăţi: 

1) dacă triunghiurile 7, si. T, sint congruente atunci o[7;] = [7%], 

2) dacă Sı şi 5, sint виргаїе{е poligonale eu interioarele disjuncte atunei 
в($ U Sa) = (451) 4 в(5%), 

3) dacă U este o unitate de suprafață atunei 1 

Prin definiţie, funcţia cu proprietăţile (1) — (3) se numeşte funcție arie, 
iar numărul с(5), aria suprafeței poligonale S. Deoarece două suprafeţe poli- 
gonale congruente se descompun în suprafeţe triunghiulare congruente două 
cîte două, din proprietăţile (1) şi (2) rezultă că două suprafețe poligonale con- 
gruente au arii egale. În condiţia (3) intervine U, o suprafaţă pătrată de latura 1. 
Ea este fixată, deoarece in tratarea noastră, functia-distantá este aleasă in 
mod unic (prin fixarea de la început a distanţei 1, a „etalonului“). În practică 
însă, e necesar să se înlocuiască U cu diferite „unităţi de suprafaţă“: 1 cm?, 
1 dm?, 1.m?, 1 dam? etc. Atunci se obțin diferite funciii-arie şi în acest caz se 
indică funcţia respectivă printr-un indice, de exemplu: сест», iar în loc de 
Sem($) = 5,7 se scrie o($) = 5,7 cm? (în acord cu notația AB = 5 cm care 
exprimă cá АВ = 5). 

În continuare vom arăta cum se calculează valorile funcţiei pentru unele 
suprafeţe poligonale dintre care un rol deosebit îl are aria suprafeţei triun- 


“ghiulare. Pentru simplificarea exprimării voin spune: „aria triunghiului, 


pătratului etc.“, în loc de „aria suprafeţei triunghiulare, pătrate etc.“ iar 
pentru simplificarea notatiei, dacă [L] este o suprafață poligonală in loc de 
»S(LL]* se va scrie „o[L]“, de exemplu [ABC] reprezintă aria suprafeţei 
triunghiulare [ABC]. 

1 rema 2. Dacă BCD е pi LA ‘atunci 
gi ABC DJ 

Demonstraţie. Se va face in trei etape: 

а) Dacă 1 = i „n € №, atunci o[ ABCD] = = „ Pe semidreptele (AB 


şi (AD (fig. 1.12) se iau punctele В’ și Р’ astfel incit АВ’ = Ар’ —1 și 


9 


р р Fig. 1.18. ве construieşte pătratul AB'C'D' pen- 
! iru care o[AB'C'D'] = 1. Se împart 

segmentele [АВ'] si [AD'] in n seg- 

C mente congruente si prin punctele de 
diviziune sé duc paralele la AD res- 
pectiv AB, formindu-se astfel n? pá- 
| trate congruente. Deoarece oricare 
а С' două dintre aceste pătrate au inte- 
rioarele disjuncte, P proprietatea (2) rezultă că o[AB'C'D'] = п? - [АВС] 


sau s[ABCD]— — — 


b) Dacă l = =, m, n € N*, atunci o[ABCD] = '—. Se împart seg- 
n 


mentele [AB] si [AD] (fig. 1.13) in m segmente опи ao şi ducindu-se 
paralele cu laturile pátratului, prin punctele de diviziune, se obtin m? pátrate 


congruente cu latura de lungime +. Din proprietăţile (1) si ia 51 cazul a) 


rezultă cá o[ ABCD] = m?- = . 

с) Dacă le Rẹ — Q% atunci o[ABCD] = l. Se raţionează prin reducere la absurd. 
Sá presupunem, deci, că o[LABCD] = а si « < l. Atunci v о < Г şi există un număr raţio- 
nal astfel încît Ио < В < l. Vom construi pătratul AB'C'D' cu AB’ = f, В’ є (AB), 
D' e (AD) (fig. 1.14). Avem e[AB'C'D'] = f2. Deoarece [ABCD] este reuniunea suprafe- 
telor poligonale [AB'C'D'] si [B' BCDDD'C"], cu interioarele disjuncte, rezultă că c[ABCD] = 
= e[AB'C'D'] + o[B'BCDD'C'] > o[AB'C'D'] sau a > 8°, adică Va > B, ceea ce este 
în contradicţie cu modul de alegere a lui В. Dacă se presupune « > l°, se obţine о contra- 
dictie în mod analog, de unde rezultă cá o[ ABCD] = P, " 

Toorema 3. Dacă ABCD este dreptunghi și AB =a, ВС = b, 
atunci o[ABCD] = a : b. 

Demonstraţie. Se construieşte pătratul AB'C'D' (fig. 1.15) astfel incit 
AB'—a--b, ВєЄ(АВ), D є(АР/), deci o[AB'C'D'] = (a + by = 
= а? -Fb*?-L2a-b. Fie (E) — CD  B'C' şi {Е} = BC N D'C'; atunci 


Fig. 1.18. Fig. 1.14. р Fig. 115. F 


s 


Fig. 1.16. Fig. 1.17. 


DCFD' şi BB'EC sînt pătrate, DC = a, BC = b, iar dreptunghiul 
CEC'F este congruent cu ABCD și o[AB'C'D'] = e[DCFD'] + o[BB'EC] + 
+ 2o[ABCD] = a? + b? --2e[(ABCD]. Din cele două expresii ale lui 
o[AB'C'D'] rezultă cá o[ABCD] — a:b. 

Consecinţă. Dacă Te este un triunghi dreptunghic вй unghiul drept 


in A atunci o[ ABC] — 1 АВ. AC. 


Demonstraţie. Se consideră punctul D astfel ca ABCD să fie dreptunghi. 
Suprafața dreptunghiulară [ABDC] se descompune în două suprafeţe triun- 
ghiulare congruente [АВС] si [BDC] (fig. 1.16). Deci 


o[ABC] = Ż o[ABDC] = Ż AB: AC. 
2 2 


Teorema 4. Aria unui triunghi este 1 din produsul lungimii unei 
2 
laturi eu înălțimea corespunzătoare. 


Demonstraţie. Se consideră triunghiul ABC în care se presupune că 
unghiurile А si B sint ascuțite, deci C’, piciorul înălțimii dia C, este pe seg- 
mentul (AB) (fig. 1.17). Atunci: 


o[ABC] = o[ACC'] + o[BCC'] = 1 AC' - CC' + 1 с'В.СС' = 
= E AB-CC'. 


Deoarece orice triunghi are douá unghiuri ascutite gi produsele dintre 
lungimea unei laturi cu ináltimea corespunzátoare egale, rezultá teorema. 


Observaţie. Dacă o suprafaţă poligonală 5 se descompune in suprafețele poligonale $;, 
Sa- Sn, atunci ea se descompune si în suprafețele poligonale S, US, О... U $5, și Sn. 
Din. proprietatea (2) a teoremei 1 rezultá că: 

alsa U SU... Оа) = e(S, U.S, U ... U м) + а). 

Aplicind succesiv aceastá proprietate se obtine: 

в($, U S, U ... U Sp) = o($, U 5,0... U 5а) + в($,„—у),..., 
a(S, U Sa) = о($у) + (5), ceea ce implică 


a(S) = e($, U Sz U ... U Sn) = o($,) + в($) +... + (а). 


Deci proprietatea (2) din teorema 1 poate fi genera- | 


lizatá în acest mod (fig. 1.18). 

Dacă pentru aceeași suprafaţă poligonală S 
se їпаї consideră o descompunere tn suprafeţele 
poligonale Sv Sy hs So atunci în mod analog 
se obține o($) = в($,) + o( S3) +... + а(,;), deci 

9(5,) + (5) +... + о($„) = 
Fig. 1.18. = a(54) + e(52) +... + e(5;). 
Consecințe. 


1. Dacă ABCD este un ; : 
paralelogram si d(AB, C А 
e[ABCD] = AB - В (fig. 1.49). și АБВ, CD) = h- atunci 


2. Dacă ABCD este trapez, AB ICD si d(AB, CD) = h, atunci 
c[ABCD] = вор - h (fig. 1.20). 
9. Dacă P,P, ... P, este un poli ii 
n poligon convex regulat, O f 
său 81 Р.Р, = 1, d(0, P P3) = 1, atunci: e se id 
o[P,P, ... P,] — i n-a-l (fig. 1.24). 


Demonstraţiile rezultatelor de mai su» constituie exerciţii simple, con- 
strucţiile necesare fiind indicate în figurile respective. 


4. Dacă AABC ~ ААА'В'С', k fiind raportul de asemănare, atunci 


ГА Ве. 1. 
Авс] k’ (fig. 1.22). 
D C А 
(5 
B A ESTO B 
Fig. 1.20 
C 
Fig. 1.21. Е 
С" 
Fig. 1.29, A D B A: р! в! 
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Fig. 1.23. 


` Demonstrație. Fie CD L AB, D € AB, C'D' L А'В', D' c A'B'. Avem 
AACD ~ AA'C'D' şi ABCD ~ AB'C'D' deoarece aceste triunghiuri au 
respectiv cite două unghiuri congruente. Rezultă 


1 Ав.ср 
АВС] _ 2 s 


а эшти dido 
C'D 7 ol. ] ZAB OD 


Rezultă acum, tinind cont de proprietățile de descompunere cá: 

5. Raportul ariilor a două suprafețe poligonale asemenea este egal cu 
pătratul raportului de asemănare (fig. 1.23). . 

Aplicații. Proprietățile ariei pot fi utile la demonstrarea unor relații geo- 
metrice şi la rezolvarea unor probleme, chiar dacă aria nu apare in mod expli- 
cit. Vom arăta mai intii două demonstrații ale teoremei lui Pitagora, bazate 

e arii. 
1 1. Se dă triunghiul ABC, dreptunghic in A, BC — a, CA =, AB = 
= в, b >c (fig. 1.24). Construim pătratele ACDE şi EFGH cu laturile b 
respectiv с, E Є (AB, F c (ED), si punctul K astfel ca D c(FK) si 
DK = с. Atunci ЛАВС == ЛЮКС = AHGB = AFGK si BCKG este 
un pátrat de laturá а. Rezultà: 
b? + c? = e[ACDE] + o[EFGH] = o[ACDFGH] = o[C BGFD] + 


+ o[ABC] + c[HGB] = o[C BGFD] + o[DKC] + ЕСК] = o[BC KG] = а?. 


2. Fie [AD] înălţimea triunghiului АВС cu m(A) == 90? (fig. 1.25). Deoa- 
rece AABC ~ ADAC ~ ADBA, avem conform consecintei 4 


АВС] _ [DAC] _ [DBA] _ [DAC] + ADBA] 


o? b? + с? 
A 
c b 
| B D а C 
H Fig. 1.24. Fig. 1.25. 
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Fig. 1.26, 


Fig, 1,28 


Fig. 1.99. 

Dar o[ABC] = c[DAC] + o(DBA], deci а? = b? + c*. 

3. Se dau: punctele fixe A, B, un semiplan S limitat de AB si numărul 
Е ;> 0. Locul geometric al punctelor M € S, astfel ca o[AB M] = k, este o dreaptă 
paralelă cu AB (fig. 1.26). 

Într-adevăr, d(M, AB) = 2. este constantă. 


4. Să se construiască un triunghi de aceeaşi arie cu un patrulater dat ABCD. 
Intersectăm în E dreapta AD cu paralela la BD, dusă prin C (fig. 1.27). Con- 
form cu 3, o[BDC] = c[BDE], deci 

o[ABCD] = s[4BD] + s(BDC] = o[ABD] + o(BDE] = c[ABE]. 

5. Se dau: un triunghi ABC si un punct Dc (АВ). Să se construiască 
o dreaptă care trece prin D şi care împarte suprafaţa [ABC] în două supra- 
feţe de aceeași arie (fig. 1.28). 

Notám cu В’ mijlocul lui [AC] şi intersectám în Р dreapta AC cu para- 


lela la DB’, dusă prin B. Atunci c[ADP] — o[ABB'] — CL, 


Exerciţii 

1. Paralelogramul ABCD are AB = 6, AC = 7 şi d(D, AC) = 2. Să se айе d(D, AB). 

2. Dintre triunghiurile ABC cu BC = a si CA = b, a şi b fiind numere date, să se 
аПе un triunghi de arie maximă. 

8. Se consideră un pătrat ABCD şi punctele E, Р, G, Н, І, К, І, M care împart 
fiecare latură în trei segmente congruente (fig. 1.29). Sá se arate că PORS este un pătrat 


51 că aria lui este egală cu E o[ ABCD]. 
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4. Diagonalele  trapezului ABCD 
(AB || DC) se taie in О. a) Sá se arate cá 
triunghiurile AOD si BOC au aceeaşi arie. 
b) Paralela prin O la AB taie AD şi BC în 
M si N. Folosind proprietatea a) să se arate 
că (MO) = (ON). i 


5. E fiind mijlocul laturii neparalele 
[AD] a trapezului ABCD, să se arate că 
e[ABCD] = 20[ BCE]. 


\ T 
6*, Se dau: un unghi BAC si un 
punct D in interiorul lui. O dreaptá prin D 
taie laturile unghiului in M si У. Sá se deter- 
mine dreapta MW astfel încît aria triun- 
ghiului AMN să fie minimă. 


7*. Să se construiască un punct P în 
interiorul triunghiului ABC, asttel încît tri- 
unghiurile РАВ, РВС, PCA să aibă arii Fig. 1.80, 
egale. 


8*. Să se descompună o suprafață triunghiulară în trei suprafețe de aceeași arie, prin 
paralele la o latură a triunghiului. 
9*. Rezolvaţi problema analoagă pentru un trapez, 


10. Prelungim razele duse la virfurile unui triunghi echilateral, înscris într-un cero 
e(O, r), pînă la intersecţia cu cercul care trece prin virfurile unui pătrat circumscris 
cercului C(O, r). Să se arate că punctele astfel obţinute sint virfurile unui triunghi de 
aceeași arie cu hexagonul înscris în @(О, г). 


11. Să se demonstreze teorema catetei cu ajutorul ariilor. 


Indicaţie. Pe ipotenuza [BC] şi pe cateta [AB] construim pătratele BCED si АВЕС 
(tig. 1.30). Perpendiculara din A ре ВС taie BC în A’ și DE în Н. Trebuie să arătăm că 
АВЕС] = o(BA'HD] sau [АВЕ] = o[BDH], e[ABF] = [CBF], o([BDH] = [BDA] 
şi ACBF = ADBA. i 


f 


& 4. Suprafete másurabile. Aria discului 


Vom asocia acum cite о arie şi unor mulţimi care nu sînt suprafeţe 
poligonale. Cu alte cuvinte: vom prelungi functia-arie la o mulţime de figuri 
(о figură este o mulțime de puncte din plan), această mulţime conținînd 
mulţi mea suprafețelor poligonale precum sí alte mulţimi de figuri ca discurile, 
sectoarele si segmentele de cerc etc. 

Definiţie. O mulţime M se numeşte suprafață măsurabilă dacă 
există un număr unic o( M) mai mare sau egal cu aria oricărei suprafeţe 
poligonale incluse în M si mai mic sau egal cu aria oricărei suprafeţe poli-. 
gonale care include pe M (fig. 1.31). Numărul o( M) se numește aria lui A, 
Se va nota cu S* multimea suprafetelor másurabile. 
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Fig. 1.32, 


Fig. 1.81. 


|] 


Teorema 1. Un dise [©(О, r)] este o suprafață 
arie se calculează astfel: 


e[G(0, r)] = mr2. 

Demonstraţie. Fie АА... An un poligon înscris în cercul C(O, r) şi BB... Bm un 
poligon circumscris aceluiași cerc (fig. 1.32). Se notează l; = AiAis, hi = d (О, Aidi+) 
pentru i e (1, 2, ..., n — 1}, In = Andı hn = d (O, An Aa), si = Bi Bi, pentru i e {1,2,... 
2o m — 1) Şi sm = Bg B,. Atunci 


1 n 
чаа Aa] seio du Oda) = 
-1 


Meu ME NA : 
Deoarece №; < г, o[A, ... An] < res iar din modul de definire a lungimii cercului 
E 


n 
Îi < 2тг, deci 
m1 
(1) o[A,4, ... An] < пт, 
În mod asemănător si tinind cont cá d(O, B;Bj4,) = r, rezultă 
чл r 5 
В.В, ... Bn] = Б] » pps 2 si > ® тг, 
deci 
(2) a[B,B, ... Bn] > тг®. 


Numărul zr? verifică, deci, condiţiile din definiţia unei su- 
prafete măsurabile. Vom arăta mai jos cá zr? este singurul 
număr care verifică aceste condiţii si cu aceasta teorema va fi 
demonstrată. 

Vom folosi condiţiile (1) si (2) numai pentru poligoane 
regulate 4,4, ... An, В,В»... Bm şi n = 2m. În acest caz 
avem (fig. 1.33) 

o 4,4, ... Am] = 2mo[0A,45] = mo[OA44545] = 


[эуе ДЕ Eo Pes 


2 2 
m b Ads *0A; — Ртл Р 
2 2 
d BIB) въ S me OB B] = ERR Er 
Fig. 1.83. 4 mE, Ni 2 Me 
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măsurabilă, a cărei 


unde ру, Pm sint perimetrele poligoanelor 4,4;... 4554, ВВ... Bm. Prin urmare, din 


(3) Bu Оу omes N* 
2 2 
trebuie să deducem cá x = zr?. 
Din (3) rezultă 


2 
(4) Рт < 28 < Pm meN*. 
r 


Ştim din definiția lungimii / a cercului cá Z este singurul număr mai mare decît perimetrul 
oricărui poligon înscris în cerc și mai mic decit perimetrul oricărui poligon circumscris 
cercului. Această caracterizare a lui Z rămîne valabilă dacă inlocuim poligoanele de mai sus 
cu poligoane regulate oarecare, înscrise în cerc respectiv circumscrise cercului, deci din (4) 
rezultă că 


deci = Did o Leg 
2 2 


= mr? și teorema 1 este demonstrată. 


Dotiniţin, Se numește sector de cerc determinat de arcul АВ al cer- 
cului 2(0, r) reuniunea segmentelor [0M], unde M c AB. 


Pe figura 1.34, punctele A, В c @(О, г) determinind arcul mic АВ gi 
arcul mare AB, vor determina două sectoare de cerc, corespunzătoare celor 
două arce. 


> 


Teorema 2. Sectorul de cere determinat de arcul AB a! cercului 
€(O, г) este o suprafață măsurabilă ві aria lui este egală cu 


rl= = т" m(Á È) 2t (АВ). 


2 - 360 2 

Demonstratia acestei teoreme este analoagá demonstratiei teoremei 1. 

Numărul c(.//) asociat unei suprafeţe măsurabile permite definirea unei 
funcţii o : 8* > R}, care verifică proprietăţile (1)—(3) ale teoremei 1, $ 3, 
cu specificarea că notiunile de interior, frontieră ale elementelor lui ./ se 
definesc în mod analog. 

Aplicație. Calculul ariei unui segment de cerc 
(intersecţia unui dise [O(O, r) cu un semiplan 
închis limitat de o secantá a lui @(О, r)) (fig. 1.35). 

Faptul că segmentul de cerc este o suprafață 
măsurabilă se demonstrează ca şi în cazul discului. 
Notám cu o, с, ariile segmentelor de cerc determi- 
nate de arcul mic АВ respectiv arcul mare АВ 


~N { 
(fig. 1.35) şi fie а = џ(АОВ). Conform teoremei 3 
a(sector тїс АВ) = с, + o[ 40B]. 


Fig. 1.84. 


IT: 


2 — Geometrie si trigonometrie, cl. a X-a 


Tinind cont de 
o(sector mic АВ) -— a. [АОВ] = 


. % А 
2rsin — *г cos — 
2 


E 2 _ r? sin « 
2 2 
obtinem | 
Y 5 = үз. = де 
Fig. 1.85. (e) шч) 
şi in mod analog 
i в; = Č (дж — a + sin а). 


Notind a! = 2x — а, formula lui c, ia forma (5): 
r? : 
di (a^ — sin о). 


Observaţie. Se va admite că punctele și segmentele sint mulţimi măsurabile si au 
aria nulă. 


Exerciţii 


1. Construiţi un cerc concentric cu cercul dat e(O, r), astfel încît să împartă discul 
ГС(О, r)] în două părţi de arii egale. 

2. Suprafețele hașurate pe figura 1.36 (lunulele lui Hipocrat) sînt determinate de 
semicercurile descrise pe laturile triunghiului dreptunghic ABC. Arütati cá suma ariilor 
lor este egalá cu aria triunghiului ABC. 

3. Din punctul C, situat pe semicercul de diametru [A.B], se coboará perpendiculara 
CD, D e AB (tig. 1.37). Aria suprafeței hagurate, limitată de semicercuri (secera lui Arhi- 
mede), este egalá cu aria discului de diametru [C.D]. 

4. Se consideră un triunghi echilateral ABC cu AB = 2a (fig. 1.38). Aria supra- 
feţei hașurate, determinată de cercurile C(A, a), Є(В, a), e(C, a) si C(A, 3a), este egală 
cu aria sectorului de cerc, determinat de arcul mic ЕР al cercului е(С, a). 

5. Să se arate că aria „coroanei circulare“ cuprinse între cercurile C(O, л) şi €(O, Ta) 
(гу < ra) este egală cu aria unui disc care are ca diametru o coardă a cercului C(O, лз), tan- 
gentă cercului C(O, ri). 

6. Fie [OA], [ОВ] două raze perpendiculare ale unui cerc de centru О. Pe arcul mic 
АЁ se iau punctele C si D astfel încit AC = BD si fie E, F proiecţiile lui C, D pe OB. Să 


Fig. 1.86, Fig. 1.97. Fig. 1.88. 
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se arate cá aria suprafeţei mărginite de segmentele [DF], [FE], [EC] şi de arcul CD este 
egală cu aria sectorului determinat de arcul CD al cercului e(O, ОА). 


Exercitii recapitulative 
1. Aria pátratului construit pe tangenta comuná a cercurilor, care au ca diametre 
catetele unui triunghi, este egalá cu aria triunghiului. 


9. Sá se айе, aria octogonului regulat inscris intr-un cerc de razá r. 


Р 8: Să se arate, folosind arii, că suma distanțelor unui punct variabil, situat în inte- 
riorul triunghiului echiltateral АВС, la laturile lui este constantă. í 


4, Se consideră un triunghi dat АВС si un punct variabil M є (ВС). Sá se arate cá 
între distanțele х = d(M, AB) şi y = d(M, AC) există o relaţie de forma kx + ly =1 
unde k si Z sînt constante. 


5. Fie M şi N mijloacele laturilor [ВС] si [AD] ale patrulaterului convex ABCD si 
(P) = AM n BN, {О} = CN N MD. Să se arate cá aria patrulaterului MQN.P este egală 
cu suma ariilor triunghiurilor АВР si CDQ. 


6. Într-un pátrat de latură 1 se unește mijlocul fiecărei laturi cu extremităţile laturii 
opuse. Să se afle aria octogonului interior convex care se formează în acest fel. 


К 7. Diagonala [BD] a paralelogramului ABCD se imparte prin punctele M, NW in 
trei segmente congruente. Să se arate cá AMCNW este un paralelogram si să se calculeze 
raportul dintre [АМСМ] si oL ABCD]. 


8. Se dau punctele А, В, C, D astfel încît AB N CD = {Р}. Să se afle locul geometric 
al punctelor M astfel ca [АВМ] = o[CDM]. 


Indicatie. Problema revine la determinarea locului geometric al punctelor M t 
care raportul distanțelor lui M la dreptele AB si CD este o pee Ча Locul 
cerut se compune din douá drepte care trec prin punctul P, din care se scoate punctul P. 


9. Problema analoagá cu problema 8 in cazul AB || CD. 


2* 


Capitolul 11 


Aplicațiile trigonometriei în geometrie 


Geometria este una dintre disciplinele matematice în care trigonometria 
igi găsește aplicaţii imediate, dat fiind că între aceste discipline există о 1mple- 
tire strinsă (geometria a fost utilizată într-o măsură considerabilă în elabo- 
rarea trigonometriei). 

Dacă ABC este un triunghi, numerele а = BC, b = AC, с = AB, 


A — u(A), HE u(8), C= шб) se numesc elementele triunghiului ABC. 
Dacă a, b, c, А, B, C sint elementele triunghiului ABC, aceste numere sint 
elementele oricărui triunghi congruent cu ABC. Triunghiurile congruente, 
avind aceleași elemente, le considerăm egale sub aspect metric. 


Problema principală a capitolului de faţă constă în rezolvarea metrică а 
triunghiului adică în determinarea tuturor elementelor sale, cind se cunosc 
trei din ele. De menţionat este faptul că, deoarece în orice triunghi ABC, 
A+B+C = тп, printre cele trei elemente cunoscute figurează neapărat 
lungimea, unei laturi. 


$ 1. Coordonate polare în plan 


.. În sistemul de coordonate din plan de reper (0, A, B),.fie punctul 
P(z, y) diferit de originea O(0, 0) а axelor de coordonate. Dacá notám сиг 


distanta OP, atunci r — Va + y2. Deoarece P 5 О, rezultă г +0. 
Punctul M =. H este situat pe cercul unitate C —6(0, 1). Într-adevăr 
R r 


OM? = а! he i z — — 4, adică OM = 1. 


ғ 


Rezultă cá М este punctul de intersecţie al semidreptei (ОР си cercul 
unitate C. 
Deoarece M E C, există numărul unic t € [0, 2x), astfel incit 


Aceste egalitáti se pot scrie sub forma 


(1) 


Dacă P — О, adică x = 0, у = 0, atunci r = ОР = 0 si formulele (1) 
sint valabile, oricare ar fi i € [0, 27). 

Se observă că atit numerele (x, y) cit si numerele (у, t) determină poziţia 
punctului Р în: plan. j 


2 =r cost, 
y =r sint. 


Numerele (r, t) ce intră in formulele (1) se numesc coordonatele polare ale 
punctului P; r se numeşte raza polară a lui P, iar ї se numește argumentul 
polar al lui Р. — 

Dacă se cunosc numerele z, y, nu ambele nule, coordonatele carteziene 
ale punctului P, raza polară r a lui P se determină din r = |/ 220°, iar 
argumentul polar і se determină din una din egalitátile (1), tinindu-se seama 
de cadranul in care ве află punctul P. Dacă = # 0, putem folosi gi formula 


(2) tgt= 2, 


deci în acest caz 


П 


(27) t = arctg Р + kr, 


unde k = 0 dacă Р(х, y) se află în cadranul І, k = dacă P este ір ca- 


dranul II sau III şi k = 2 dacă Р se găsește in cadranul IV ( deoarece 
У UA 
Rrotg £ € ( 2 2 )) 

Dacă z = 0, y = 0, avem r = 0 şi argumentul polar este nedeterminat. 

Exemple. Să se determine coordonatele polare ale punctelor: 

a) P(5, 0); b) 0(0, —8); c) R(& 3); d) S (3, —1). 

Solujie. a) r = |/ 52 + 02 = 5. Punctul P fiind situat pe semiaxa absci- 
selor pozitive, rezultă ? = 0. Aşadar coordonatele polare ale lui P sint (5, 0). 

b) Punctul Q(0, —8) fiind pe semiaxa ordonatelor negative, rezultă 


__ Зл 


E a şir=8. 


с) Avem г = 5 şi tgt = 3. Deoarece R(4, 3) este situat in cadranul I, 
n 


rezultă t = arctg Ž zæ 0,645. 


d) În acest caz r = 2 si tg t= -2 . Punctul S fiind situat in 


cadranul IV, rezultă t = „> + 27 = A : 


R(4,3) 


Fig. 11.1. 


În figura II.4 sint reprezentate 
cazurile c) şi d). Pe cercul unitate a 
fost marcat” punctat arcul care are 
lungimea i (în cazul c)). 

De reţinut este faptul vă atunci 
cind punctul P(z, y) are ordonata 


{зз strict pozitivă, adică у 2» 0 питйги1? 
reprezintă măsura în radiani a unghiu- 
. Pm * 
lui AOP (figura 11.2). 
Fig. 11.2. 


ExercitH 


1. Să se determine coordonatele polare ale punctelor: a) M(6, —8), b) N(—3, —4). 
e) P(0, —5), d) Q(1, /3), e) R(—2, 1), f) 5(—3, 0). 


9. Să se determine coordonatele carteziene ale punctelor de coordonate polare: 


a) (2 i , b) (5 2x — arcsin s] c) (> =) ; d) (5, x): 


8. Să se determine coordonatele polare ale punctelor situate pe dreapta de ecuatie 
3x — һу = 0, care au distanţa la originea axelor de coordonate egalá cu 2. 


& 2. Teorema sinusurilor și teorema cosinus ului 
4 
Vom stabili în continuare două relaţii fundamentale între elementele 
unui triunghi, care vor permite rezolvarea metrică a triunghiului. 
Pentru simplificarea limbajului facem următoarele convenţii: numerele 
a, b, cle vom numi laturi, iar numerele А, B, C unghiuri ale triunghiului A BC. 


Teorema 1 (Teorema sinusurilor.) În orice triunghi | BC 
avem: 
(2) | К. с b аб d) 
| sin А sin В sin C 
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Demonstraţie. În planul triunghiu- 
lui ABC (figura, 11.3), alegem un sis- 
tem de axe de coordonate cu originea 
în punctul A, dreapta AB, axa abscise- 
lor și dreapta perpendiculară în A pe 

„AB, axa ordonatelor. Sistemul a fost 
ales în aşa fel încît abscisa lui B şi ordo- 
nata lui С să fie numere strict pozitive. 

Dreapta paralelă prin A la BC se ' Fig. 11.8. 
intersectează cu paralela prin C la AB, 


în punctul D. Înseamnă că AD = BC = a, iar unghiurile BAD gi Ав? 


3 


fiind suplimentare, rezultá u(BAD) — x — B. 
Utilizind formulele (1), $1 ordonata punctului C este yc = b sin A, iar 
B punctului D este yp =a sin (x — B) = sin B. Punctele C si D 
iind pe aceeași paralelă la axa absciselor, au ordonatele egale. Di ре 
rezultă b sin А = a віп В sau i Wer 


În mod analog avem a sin C = c sin A d d "T NET ња, 
tile (2). e unde rezultă imediat egalită- 


m € 
+ Teorema 2. Dacă numerele strict pozitive a4, b,, c4, Ai, Bu, Ca, veri 
. .. г | i É + 
fieá relaţiile pia 


(3) sin А, - gin B, sin ©, 
А, + В, + C4 T, 
alunei există un triunghi ABC ale cărui elemente sînt respectiv cele gase 
numere dato. js 
| Demonstraţie. Deoarece din а doua relaţie (3) rezultă В, + C, < m, 
utem co i i i B 2 
р j^ пш un triunghi ABC, astfel ca ВС = as, ЦВ) = B4, ЦС) = Gu. 
Atunci (A) = п — В, — С = A, $i din teorema sinusurilor deducem: 
а СА АВ. 


sin A, sinB, віпС,' 

Comparind cu prima relaţie (3), rezultă СА = b, АВ = с. 
Aplicaţii. 1. Să se arate că triunghiul în care 
sin? В + sin? C = віп?А 


este dreptunghic. 
Soluţie. Aplicind teorema sinusurilor, din 


а b c 
— —m, 


sin A sinB  sinC 


rezultă: віп В = Lm sin C =, віп А = 


e а 
т т т 


. Inlocuind în relaţia din enunţ, 


se obţine 
b? ++ с? = а? 


gi conform reciprocei teoremei lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic. 
9. Să se demonstreze că triunghiul ABC în care 


а = absint, дер х), 


este isoscel, 
Solujie. Conform teoremei sinusurilor și relaţiei date, se JEUNE sin А = 


= 2 sin B sin a, de unde cos 5 = gin В sau sin В = sin "2, ‚ десі 
В 124 ан Веза Asa End 
2 2 2 
În primul caz C =r А – В = п —– А E4214 = В gi triun- 
ghiul ABC este isoscel. am 
Cazul al doilea nu este posibil deoarece A + B = — E[r, 2n), 


oricare ar fi АЄ ЕЄ =). 


Teoremo 3. (Teorema cosinusului.) În orice triunghi АВС 
avem: 


(4) L NT e — 2be oos A | 


Demonstrajie. Se ia un sistem de coordonate cu originea in virful A al | 


triunghiului ABC, axa absciselor dreapta AB și аха ordonatelor dreapta 

perpendiculară în A pe AB (figura 11.4). Sistemul a fost ales pstfel ca abscisa 

lui B şi ordonata lui C să fie numere pozitive. Punctul B are coordonatele 

(с, 0), iar punctul C, conform cu (1), $ 1, are coordonatele (b cos A, b sin А). 
Aplicind formula distanţei dintre două puncte rezultă: 


С? = (e — b сов А)? + (b sin А)? = b? + c? — 2be cos A. 


Stratá. 

Formula (4) rămine adevărată dacă 
schimbăm pe а în b, pe b în c, pe c in a, 
pe A in B, pe B in C şi pe C în A, 
adicá avem: 

(4) b? = c? + a? — 2ca cos B, 
c? = a? + b? — 2ab cos C. 


Fig. 1.4 (4) 
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Dar ВС? = а? gi teorema este demon- , 


Relaţia (4) s-a obţinut din (4) prin așa-numita permutare circulară; tot 
aga. s-a obținut (4”) din (4). In general, dacă o relaţie între a, bc, A, В, С 
este adepărată pentru orice triunghi, atunci sînt adevărate şi relagiilà deduse din 
ea prin permutări circulare. 


Teorema 4. Dacă numerele strict pozitive а,, Ьу, с, și А; Є (0, v) 
satisfac relația 


(5) аў = bi + c — 2b,0, cos А), 
atunci există un triunghi АВС eu 
BC = а, CA =, AB = с, ЦА) = А. 
Demonstraţie. Se poate construi un triunghi ABC, astfel ca CA — b. 


AB = о, uA) = As. Aplicind teorema cosinusului in. acest triunghi, se 
obtine: | 


ВС? = b? + c? — 2bac сов A, 
gi comparind си (5), rezultá ВС = a;. 


Aplicaţii. 1. Sá se arate cá triunghiul ABC este dreptunghic in A dacă 
şi numai dacă 


cos B + cos С = E Ai M 


a 
Solujie. Dacă A = 2, бов Е АВ БВВ па 
а а 


Mai rámine de demonstrat cá: 


сб созбо = lan CAU" NE а 
2 
Din teorema cosinusului rezultă: 


2 аЛа у Р 
боз ла c şi cos C = 
2ac 


Înlocuind în relaţia dată se obţine: 


al spot = b? а? + b? — с? b+c 2 2 2 
2ac Е 2аЬ рат У pici dim е1 


relaţie care caracterizează triunghiul dreptunghic. 


2, Să se arate că, dacă а = 41, b = 28 şi с = 15 triunghiul ABC este 
obtuzunghic. 


Soluție. Numai unghiul opus laturii de lungime mai mare poate fi obtuz. 
Din 


2 a 2 
oon AES TEET) ыыы 
2bc 5' 


ео А Є (0, п) şi cos А < 0, rezultă А € (5. т). 


Deci triunghiul este obtuzunghic. 
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Exerciţii Condiţia de existenţă se poate obţine și cu ajutorul teoremei 4, $ 2. Într-adevăr, 


pentru numerele strict pozitive a, b, c, avem 


1. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 


| a) b cos С + c cos В = а; m A a+b>e 
| b) b cos B + с cos С = a cos (B — С). zs cc og mona de odoris 
il 9. Sá se arate cá in orice triunghi ABC avem: i (b spe dra) (0 ра аро bubo 
P b? — c? А 5 . 1 
| a) b cos С —'ссоѕ B = ^ 3 Așadar există A, verificind formula (1) dacă și numai dacă a + b > c, b + ера, 


qa b. 
| b) 2(bc cos А + ac cos В + ab cos C) = a? + b? + c*. gr a 


8. Folosind teorema cosinusului, sá se arate cá 


ат = 2(b3 + c?) — а?, 


Cazul L.L.U. Se dau două laturi şi unghiul opus uneia din ele, de exemplu 
a, b, A. 

Їп acest сал, паа seama de teorema 4, $ 2, triunghiul ABC există dacă 
şi numai dacă ecuaţia 


(2) a? = b? + c? — 2bc cos A 


cu necunoscuta c are cel puţin o soluţie strict pozitivă. 


unde ma este lungimea medianei corespunzătoare laturii de lungime a. 
4. Să se arate că triunghiul ABC în care 


este dreptunghic. 
5. Să se arate că, dacă în triunghiul ABC avem ctg A + ctg B = 2 ctg C, atunci 


а? + b? = 2c2, 


Problema are două, una sau nici o soluţie după cum ecuaţia (2) admite 
două, una sau nici o rădăcină strict pozitivă. 


Rezolvarea si discutia cazului se poate face si pe baza teoremei 2, $ 2. 


Exemple. 1. а = |/2, b = 2, BB 


Rezolvarea triunghiürilor 


83 


Lom 3 UM RAT. ] ; D NIIS ia o : x 
In continuare ne ocupám cu rezolvarea metricá a triunghiului in diferite Soluţie. Din b? = а? + c 2ac cos B, rezultă 


cazuri. 2 — 22 — 2 = 0. 
.U.L. douá laturi si unghiul cuprins intre ele, de exemplu " ў ( i M p 1 
си оеша н ag Р ; b Această ecuaţie are unica rădăcină pozitivă c = 1 + |/ 3, deci există o 
a, A 2" 
În acest caz triunghiul poate fi construit, deci existența lui este asigurată. singură soluţie. Din cos A = ee d = La ,rezultá cos A — га: ‚ десі А = 
Teorema L.U.L. ne aratá cá, privitá metric, problema datá are solutie unicá. " "Y 
| - Elementele necunoscute se determină astfel: din BEC л А В "s 
Qr Va 2 в 
"ГҮЛ мше E) ЛБ Л ҮЛ? BE am св AP M 


17 
Solujie. Din teorema cosinusului, rezultă 
? — 8a + 12 = 0. 


S-a obţinut o ecuaţie cu soluția d; = 2 şi ag = 6. Cu aceste date există două 
` triunghiuri. 


se determină c, iar А se află din teorema sinusurilor. 
| Cazul U.L.U. Se dau о laturá si unghiurile aláturate ei, de exemplu a, B,C. 
| În acest caz triunghiul A BC există dacă şi numai dacă В +С « v. Unicitatea 
| soluţiei rezultă din teorema U.L.U. 
Numerele b şi c se calculează cu ajutorul teoremei sinusurilor, știind cá 
А=т— B-C. 
lt Cazul L.L.L. Se dau cele trei laturi a, b, c. 
| Din geometrie se știe că triunghiul ABC există dacă şi numai dacă 
| a<b+e, Ь<е-+а şi с<а 6. 
Numărul A se calculează din 


y ` А 2/5 
Dacă a, = 2, atunci C, = — arccos ME Aı =T — Cı — В. 


Dacă a4 = 6, atunci С; = arccos е ‚ А6 = п — С, — B. 
Din tabele sau cu ajutorul calculatorului gásim 
Ca arccos 0,894 д 0,46 şi С, — — Ca = 3,14 — 0,46 = 2,68, adică 


b? + с — а? 
Mu XI) 


(4) cos А =- Fr 


iar numărul B, în mod analog sau din teorema sinusurilor, 


т(С») = 26030” si m(4,) = 163%30'. 
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Aplicații. 1. În cazul L.L.L., determinarea lui A în funcţie de а, b, с se 


1 1 a 1 І E D se : obtine re latia de demonstr at. 
1 O81 T le e. 
poate face ȘI fol 8 nd. una din fo mu 


În mod analog avem: 


—— M ЗДЕУ SEA 2 
A nint) uA (p — b) (p — о) p M Л 0, = L DR E 
(3) aol ies eg em Pg bc : a+c Di a+b 2 
I \ 
| | unde 2p = a + b + с. | к Exerciţii 
i Într-adevăr din teorema cosinusului rezultă 1. Să se determine toate elementele triunghiului ABC ştiind că: 
b? + c? — а? 
608.4 ex тшту у а) а= 14, c — 18, В = arccos isi b) b= 15, A = arccos 22, C = arccos Ls 
< } 4 
Dar cos? А (+ сел. Înlocuind se obţine: с) а= 15; b = &, св = 13; d) а = 5, с = 6, С = arccos —; 
2 2 E 
M A 1 Ь° 4 с — а? (ена (еа), ш Va кзз, А а К, Та алт а 
сов? ПЕЕ (+ ds nat. NEN p Abc 6 7 
3 да = 2p — 2a. Deci ga—ib—-2,A—-—. 
Din a+ b + c;= 2р, rezultă a +b + е — 4a = 2р : 3 
ра. са 0(ф— a) și сов? 4 P(b— 9) Ultima egalitate scrisă este - 2. Să se determine elementele necunoscute ale triunghiului ABC fiind date: 
E^ ji - 5 ; 
: k TEE, a) A, B ṣi p; — 
echivalentă cu prima egalitate дїп enunț, deoarece АЕ (0л) și cos > E b) a+b= m, A si В; 
A с) a, Asi b —c— d. 
A doua egalitate din enunț se demonstrează pornind de la sin zm 8. Sá se arate cá in orice triunghi ABC avem: 
1— со54 o: ex imil cele de la demonstraţia primei І А tg LE tg C = But (teorema tangentelor). 
mi a: aa şi făcînd calcule similare cu | 5 demum 
cn ETT ^ us 1 B-C 
egalitáti. B 4. În triunghiul АВС se dá m(4) = 60° si — = 2 + /3. Sá se calculeze tg ——— 
ES adeste А =, c 
Rămine ca exerciţiu să se scrie formulele analoage cu (3) pentru cos i i unghiurile & gi C. 
(ME DpU С à 5. Într-un patrulater convex ABCD se dau: AD —7(V/6 — V2). Ср = 18, 
' сов —, Sin —, SIN —« dc E 5 
2 2 2 BC = 15, C = arccos CR și D= P + arccos E. Se cer celelalte unghiuri ale patru- 
' 9, În orice triunghi ABC avem: И ÎN torului și AB. 
(4) Us = - zv СОВ —» t 
| b+c 2 
| | 3T & 4. Formule pentru aria triunghiului 
l, fiind lungimea bisectoarei unghiului A. yd | | 
Soluţie. Fie D punctul de intersecţie al biseotoarei unghiului A cu latura Fie $ aria triunghiului ABC. Avem mai întii formulele (Cap. I, $ 3, 
[BC] (fig. 11.5). Aplicind teorema bisectoarei se obține teorema 2): A 
| i вр = fe: | (4) 25 —ah, == ch, 


unde ha, hb, he sînt înălțimile triunghiului. 


| 
| 
1 | 

жг ы | 
In triunghiul АВР, conform teoreme In triunghiul ABC (fig. IL6), fie ha = | 
| 
l 


sinusurilor, rezultă: 


= Ар. Din triunghiul dreptunghic ADC 


Вр) deducem Л„ = b sin С, deci 
C CORTE 5 . А В C 
| в 0 віп В 5 (2) CM ab sin С а D | | 
р Fig. 1.5. 2 Fig. 1.6. 
L| 


Formula (2) se citeste astfel: 


Aria unui triunghi este egală cu jumătatea produsului a două laturi 
înmulţit cu sinusul unghiului dintre ele. 
Din (2) rezultă: \ 
$292. 2 sin © cos © = ab sin С сов €. 
2 2 2 2 


şi ţinind seama de formulele (3) de la $ 3, găsim formula lui Heron: 


(3) S= V р(р—а)(р—Ё)(р— o. 


Exprimind pe b din teorema sinusurilor $i înlocuind їп (2), se gáseste: 


(A) p ge ee 
2 sin А 
Scrieți formulele analoage си (2) gi (4), care se obțin prin permutări cir- 
culare. 
Aplicație. Aria suprafeței poligonale determinată de un poligon regulat 
cu n laturi este dată de: 
(5) Sa = — В? віп z, 


n 
unde R este. raza cercului circumscris poligonului. 
Solujie. Fie АВ = 1, lungimea laturii poligonului regulat (fig. 11.7), 
M mijlocul laturii [AB] şi O centrul cercului circumscris. Avem 


8„ = в: АВО] = п" 20м. 


S 2x : ^ 
Dar (АОВ) = — , deci uÁOX) = . Înseamnă cá l, = 2Rsin Z şi 
n 


OM = В cos —. Înlocuind, se оа, formula (5). 


Exerciţii 
1. Să se calculeze aria triunghiului ABC atunci cînd: 
a) а= 17, В = aresin = ‚ C = arcsin i 
25 13 
^ ^ E 
b) b — 2, m(A) = 135°, m(C) =,30°; 
с) а= 7, b= 5, с = 6; 


d) mA) = 489 b 4.6 = 6; 
А МИБ В 2, Cite triunghiuri distincte sub aspect metric există 
astfel ca 


Fig. 11.7. а = 15, c = 18, $ = 24? 
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9. Să se айе aria triunghiului ABC dacă: 


ЕЕ ^ == 
а= V/56, m(A) 60, b--c—3-- V 8. 
4. Sá se afle aria patrulaterului din exerciţiul 5; $ 3. 


5. Dacă S este aria poligonului regulat cu n laturi, să se calculeze : Sg, Sa, Se; Sos 
Sia Şi S2% în funcţie de R, raza cercului circumscris poligonului. 


6*. Să se calculeze aria poligonului regulat ABCDE... M înscris în cercul de rază R, 
ştiind că 


5 5. Raza cercului circumscris și raza cercului înscris în triunghi 
Teorema 1. În orice triunghi ABC, raza R a cercului circumscris 
ве exprimă prin i 


(1) МУ ANC мра ыш E M 


2 sin А 2 sin B 2 sin C 


Demonstraţie. Triunghiul АВС are un unghi ascuţit, fie acesta А. Notind 
cu D puntul diametral opus. lui B în cercul circumscris triunghiului (fig. 11.8), 


2А. 
аует: А = DÈ şi m(ÉCD) = 90°. Aşadar 


sin 4 = sin ADE = 2€... 207 
BD 2R 


şi se obţine prima egalitate (1). Celelalte rezultă din teorema sinusurilor. 
Egalitátile (1) scrise sub forma | 


(2) 2 = 20. =- = 28 
зіп vaga sin B sin С D 

A QNO A ^ G 
le utilizăm in continuare sub denumirea 
de teorema sinusurilor. 

Teorema 2. În orice triunghi 
АВС, raza г a cercului înscris se exprimă К B 
prin p 

(3) ET а 

] Fig. II.8. 
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\ A Demonstrație. Punctul I de intersectie : e) а = R2(sin2A + 4 cos A sin B sin C); f) ha=— 2R sin B sin C. 
8l bisectoarelor (fig. 11.9) este centrul cer- 2. Dacă J este centrul cercului înscris în triunghiul ABC, să se arate cá 
N cului înscris şi este situat în interiorul ; л Rai E aa 0: 
triunghiului. 2 
Înălţimile triunghiurilor ТАВ, ТАС, 3. Sá se demonstreze teorema 1 din acest paragraf ulilizind metoda analitică. 
IBC sint egalecur, iar suma ariilor acestor E. 
Я trei triunghiuri este egală cu S, adică 
9 x 
a b 
= + A + a a S, il [ 
Fig. 11.9. d qox 
e unde rezultă тоша (3). Multe probleme topografice (de intocmire a planurilor portiunilor de 
| Aplicaţii. 1. Să se arate că pentru raza R a cercului circumscris triunghiu- teren) au ca model matematic rezolvarea triunghiului. Dăm cîteva exemple. 
lui avem şi formula 1) Distanţa dintre două puncte accesibile, între care se află un obstacol. 
4 (4) а Pentru a calcula distanta de la А la В (fig. 11.10), se alege un punct C din 
Е" care ве văd punctele A si B. Cu ajutorul unor aparate, prin măsurare, se 
Solu[ie. Tinind seama de teorema 1 si de formula (2), § 4 se obţin succesiv: obțin numerele AC = b, ВС = a, u(ACB) = C. Distanţa de la A la B ве 
hM абс m calculează din triunghiul ABC: | 
С 3sinC ^ 2absinC — 4$^ | АВ? = а? + b? — 2ab cos С. | 
2. În orice triunghi ABC avem 2) Distanţa dintre două puncte inaccesibile. Pentru a calcula distanța de 
r = 4R sin 4 sin 2 Si С la A la B (fig. 11.11), se aleg două puncte C şi D din care se văd punctele A 
2 2 2 | şi B şi astfel ca distanţa CD să se poată determina. 
] 1 i * . . . za ~ 
" Solutie. Aplicind formulele (3), $3 se obţine: Prin măsurători se obţin numerele: CD = а, u(ACB) = «, u(BCD) = B, 
| А Ве. Cu (ра(р (деб зї 85.45 1 A е» 
{| sin — sin — SIN — = - = -— = —.— = r’ —, = E i 
ү, i Wil abc pabc -p kabe АН EE OC ов T t 
| de unde rezultă relaţia cerută. Din triunghiurile ВСР respectiv ACD se obţin: 
| 3. În orice triunghi ABC există relaţia БС = ҮЗҮ, =з = 
| $ ора ai Я i sin (B + y + 8) sin (x + B + y) 
| | zi îi A dl о: Distanţa dintre punctele inaccesibile A şi В se obţine din triunghiul ABC, | 
| Solujie. Folosind formula (4) avem: ; cunoscindu-i două laturi $i unghiul cuprins între ele. | 


| ^ 8R? sin A si , 
B sin C А А ч 
5= 22 има = 2R? si 1 
| is Е В? sin А sin В sin C. 


ү! Exerciţii | 
| MIR 1. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 


|! Ч А 
| a) r= (p — a) tg $ ; b) s-pp- 0) tg 4, 


A B [^] АВ С 
c) р = 4R cos — cos — cos — ; d) p — а= 4Rcos — sin — sin —; 
5 y Na тїш m» pai Fig. 11.10. Fig. 1111. 
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3 — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 
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Il « 
IL AP LL т? C 


HELL te terti 
ДИ PTT TNT тте! 7 
III A ЙЕ 


Fig. 11.12. 


3) Determinarea înălțimii unui turn inaccesibil, situat pe un deal. Fie 
turnul marcat prin segmentul [AB] (fig. 11.12). Alegem un punct accesibil C 
şi lucrăm in planul determinat de punctele А, B, C. Luám încă un punct 
accesibil D € BC şi notăm cu E punctul de intersecție al verticalei prin А 
cu orizontala prin D. 

Prin măsurători se obțin: 


N „Оч 1 
CD = a, МЕРВ) = 9, (ADB) = şi (ACB) = «. 
În triunghiul ACD, avem: 
SI E da e ci РЕ 4 sss 6: 
sinB — sin(x— p) - sin («— В) 
Din triunghiul АВС se obtine: 
AB eee iU. y dosi Apes oS АО 
sin « i f 7. COS Фф 
sin ( 2 + d 


Aşadar 
__asin «sin В 
sin (« — 8) cos © 


Exercitii 

1. O persoaná care se aflá pe malul unui riu vede un arbore de pe malul opus sub 
un unghi de 60°, iar cind se depárteazá cu 20 m de la mal vede arborele sub un unghi de 
15°. Sá se calculeze înălțimea arborelui si lățimea rîului. 

2. Ne aflăm pe malul unui riu, care nu poate fi traversat și vrem să măsurăm distanţa 
dintre doi copaci А si В situaţi pe celălalt mal. În acest scop, se măsoară distanța de 30 m 
dintre două puncte C si D situate ре malul nostru și următoarele patru unghiuri: 


~ Pas ~ ~ 
m(ACD) = 120°, m(BCD) = 60°, m(BDC) = 105°, m(ADC) = 30°. Care este distanța de 
la A la B? 
Exercitii recapitulative 


1. Folosind teorema sinusurilor, sá se arate cá intr-un triunghi unei laturi mai mari 
se opune un unghi mai mare. 


34 


2. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 


1 
| а} 208 beos Pl A. cos O = 0,1 a 7b: 


acos В —bcosA _ 


sin (A — В) sinC__ a — b 
1 + cos (A — B) cos C a? + b? 
B 3B B B 
* ? = b cos {А — | = 2c соз — cos — e . 
CNE E a 5[ + | 3 5 
- Я ^ , "NEA 1 
3. În triunghiul ABC, m(4) = 45, AB = a, AC =— ga. Să se arate că 


ig B = 2. 
4. Fie A’, В’, С’ punctele de tangenţă ale cercului înscris unui triunghi АВС cu 
laturile acestuia. Să se e cá 
TABE  r 
"e[ABC] | 2R' 


Б*, Să se arate că în orice triunghi ABC 


6. Să se rezolve triunghiul ABC, cunoscindu-i elementele A, B si aria $. 


Л АА : 
7. Să se rezolve triunghiul ABC cunoscind a = 13, A = arccos n si mediana 


та 1,715 
corespunzătoare laturii a, ma = — IV 1513. 


P 8. Sá se calculeze unghiurile triunghiului ABC ştiind că B — C — ES și R=8r, 


unde Д și г sint respectiv razele cercului circumscris si înscris triunghiului. 


Im 


Capitolul 111 


Aplicațiile trigonometriei in algebrá 


În clasa a IX-a s-au introdus numerele complexe şi operaţiile cu ele. 
Aceste numere au aplicaţii variate în geometrie, mecanică, fizică, electro- 
tehnică etc. Pentru a ușura anumite calcule, vom defini forma trigorometrică 
a numerelor complexe. Reamintim cá multimea numerelor complexe se noteazá 


cu C= {x + 1у|2, y ER, ії = — 1}. 


& 1. Forma trigonometricá а ипи! număr complex 


Să considerăm un sistem de coordonate în planul P, reperul fiind (0, A, B) 
(fig. 111.1). Fiecărui număr complex z = х +iy (x, y € R) її asociem un 
punct unic M Є P de coordonate (z, y), fatá de reperul ales, numit imaginea 


numárului complex z. | > | 
Am definit în acest fel o funcţie bijectivă f : 0 > Ф. Dacă imaginea lui 
z = ж +iy este punctul M, atunci numărul complex z se numește afizul 


punctului М. ; 
Dacă coordonatele polare ale punctului M sint r şi *, atunci conform 


formulelor 
ж —rcos 1%, y = rsin t*. 
((1), Cap. 11, § 1), numărul complex 2 = v + iy se sorie: 
(4) 2 =r (cos t* +isin 1%), r > 0, t* € [0, 27). 
Deoarece r = ОМ = Vs + у? 81 
|z |= Va + y?, rezultă că 
(2) | ires dba |, 


М(х,у) 


deci raza polará a imaginii lui z este 
egală cu modulul lui z. Argumentul 


——À 5 . . LE . 
А(10) polar і* al imaginii lui z se numeste 
argumentul redus al lui z și se notează 
Fig. ША. си arg 2. 
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In concluzie, orice număr complex z poate fi scris sub forma (1), numită 
forma trigonometrică a lui z. Dacă 2740, modului $1 argumentul redus ale 
lui z sînt determinate unic. Dacă z =0, modulul este egal cu O și peniru 
argumentul său redus se poate lua orice număr din [0,2m). 


Dacă schimbăm pe t* in t* + 2kr, kc Z, formula (1) rămîne valabilă. 
Aşadar există mai multe valori ? pentru care 

(3) z = г (cos t -- i sin /), T5230. 

Se pune întrebarea dacă pentru un număr dat z # 0 formula (3) este adevá- 
rată şi cu valori £ diferite de arg z+ 2kx, kc 2. 

Fie numărul z 0, scris sub forma (3). Se stie că oricare ar îi numărul 
real і, el poate fi scris ca 1, + 2kr cu ї,Є[0, 2x) şi КЄ Z. Din (3) rezultă z = 
= r[cos(t4 + 2kx) + i sin (44 + 2kr)] =r (cost; +isinti) de unde r = |zl, 
1 = arg zşi am ajuns la concluzia cá t = arg z + 2Ёт. 

Orice număr real ї, pentru care relaţiile (3) au loc, se numeşte argument 
al lui z. Mulțimea argumentelor lui z se notează cu Arg z. Conform celor ară- 
tate mai sus putem scrie: 

(4) Arg z = {t | t = arg z + 2kr, КЄ Ж}, 
deci diferența a două argumente ale unui număr complex 290 este un 


` multiplu de 2m. 


Exemple. 1. Fie numărul complex z= 1 — 1. Sá se determine | z|, arg z 
şi Arg z. 
Solujie. Deoarece ж = 1 gi y = —1, imaginea lui z se află în cadranul IV, 


adică t* = arg z eb 2d şi 
= || = уж ЕЁ = VÀ te io; 
deci 1* = Z (pe fig. 11.2, ;* este lungimea arcului mare ÁC). Arg z= 
- {2+ Ет |kez]. 
9. Fie z = —i, să se determine |z| şi Arg z. 


Solujie. |z|=r= V0 + (—1? = 1. Deoarece z —0 si y = —1, 
imaginea lui z se găseşte pe semiaxa negativă a axei ordonatelor, deci 


Arg z = [7 26s | ke Z}. 


8. Conjugatul 2 = х —iy al nu- 
márului complex z = x + iy, си y # 
% 0, are argumentul redus 


(5) arg2 = 2m — arg z 


(fig. 111.3). Într-adevăr, dacă |z| = 
=r şi argz = і* atunci 2 = r cos t* — 
—ir sin i*—r [cos (2x — t*) + 
+i sin (27 —:*)], десі 2r — і* € 
€ Arg 2 şi cum 0 < 2n — t* < 2m, 
Әп — t* = arg 2. 

4. Să se scrie sub formă trigono- 
metrică numărul complex z= 1 + 
+ сова і віла, unde a € (0, 2n). 

Solujie. r = |2 | = 


= VE сова)? + віп? а = 
2=-іу Fig. 111.8. = Vau + сов а) = 
" sina е 
= "TE 2 сов = şi dacă а * т, tgt* POTEST 


2 віп © cos = 2 
= 22-165, t* = pm, keZ. 


a 
2- cos? — 


1° Dacă a€(0, m), atunci 1 + соз a 2 0, sin a 7 0, şi imaginea lui 2 se află 
in eadranul I, deci 
. А а 

*є (o | şi cum = Є (o, j obţinem cá t* = 

gi E 
pae 2 cos 5 [vos 7 +їзш s). 

2° Dacă а Є (x, 27), atunci 1 -+ cosa >0, sina <0 si кей lui 2 
se află în cadranul IV, deci t* Є |5 É Deoarece < “© (2. =) 


= тй 


£s oon 
f 2 


[сов [_ + т) + і sin G + al 
3° Dacă a = x, z = 0 şi arg z nu este determinat. 

5. Să se determine mulțimea punctelor din plan al căror afix 2 verifică 
condiţiile: 

э) |z] «2 

b) 0< агл <=, 2 # 0. 
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Fig. 10.4. Fig. 10.5. 


a) Dacă z = z--iy, inegalitatea а) este echivalentă cu relaţia 
Ма? + у? < 2, deci mulțimea cerută este 


(M(z, y) | z* +y?’ < 4}, 
adică discul [G(O, 2)] (fig. 111.4). 


b) Mulțimea căutată este (M(z, y) | z -0 gi 0 cy < =} = Int Áoc, 
unde C (о 2 I' sin H (fig. 111.5). 


Exerciţii 


1. Să se determine mulțimea punctelor din plan ale căror afixe z satisfac: 


а) 121= 1; b) =< arga < 27, 270; 


c) anzi, zz0;d)|z-Fi|«2 


9. Sá se afle forma trigonometricá a urmátoarelor numere complexe: 

a= 5; 345/3 +i, z= —14-i1]/8; а= —i; 

z= —2; а= -- V2—i И2; д = 3 — 2i, z = 1 + і іва, unde a 
so 2) (5. =). | 

2 2 


8. Să se determine modulele și argumentele numerelor: z, = cosa — isin a, Z, = 


= sina + i cosa, z= sina + i(1 + cosa), z, = cosa + sina + i (sin a — cos a), unde 
сє К. 


fn 


$ 2. Operatii cu numere complexe 
scrise sub formá trigonometricá 


Operatia de adunare si scádere a numerelor complexe scrise sub formá 
trigonometrică nu prezintă un interes deosebit din punct de vedere al calcu- 
lării (se adună sau se scad părţile reale, respectiv părţile imaginare). 
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Înmulțirea numerelor complexe 
Fie zı = rı (соз ti +i sin în) $i Za = ra(c08 ts +i sin £g) două numere 
complexe. Inmultind cele două numere complexe avem: 
луга = rara[ (сов ti cos ta — sin La sin t2) + 
-+ i(sin ti cos £g + cos ta sin î2)] = 
= гуҗ [сов (tı + £g) +i sin (tı + t2)], deci 


(4) 2128 = Ра [608 (ta + ta) +i sin (t1 + t2)]| 
Rezultă cá | 2122 | = гуз, adică 
(2) Iaza l= lza] < lzel, 
şi ti + tg este un argument al lui z,z;, deci 
(3) Ате (212) = {arg zı + arg 22 + 217, k c 2} 
вап 
(3) arg (212) = arg zi + arg Za — 2Кт, 


unde k € (0, 1) se alege astfel са membrul II să aparţină intervalului [0,27). 
Astfel am arătat că: 

Modulul produsului a două numere complexe este egal cu produsul modu- 
lelor celor două numere, iar un argument al produsului este suma a cile unui 
argument al numerelor date. 

Dacă zı = 0 sau za = 0, argumentul respectiv nu este determinat, dar 
atunci z,z; = 0 şi nici arg (2122) nu este determinat. 

Rezultă interpretarea geometrică a produsului 212: dacă Mı, M; sint 
imaginile lui 21, za şi Ру, Pa intersecțiile cercului 0(0, 1) cu (ОМ\, (0M2, 
se ia arcul ВР» = AP, în sensul creşterii argumentelor si se determină 
“punctul M3€ (OP; astfel ca ОМ» = ОМ, : ОМ». Atunci Мз este imaginea 
lui 212 (fig. 111.6). 

Arătaţi că AOA M; ~ AO M5Ms. 


n numere complexe: Dacá 
zı = ri(c0s bi + і sin £j), Za = rs(cos ta+ 
+i sin ta), .«., Zn = Pa(00s8 în + 
+i sin £,), atunci 
(4) Zaza tet Zn = 
‚= гула +... т [сов (+ tak = + în) + | 
+i sin (tı + ta +- + М)]. 
Demonstrati formula (4) prin inducţie 
matematică! 


Formula (1) se poate generaliza pentru 


Exemplu. Sá se determine modulul si argumentul redus al produsului 
(1 +i ]/8)(2 — 2i). 
Solujie: д = —1 +i V3 =2 [сов n +i sin 22) B amI = 
=2/2 (ов z +isin |, deci 
лра дк E oes ani 5s ге 
аа = 4| 3 [оов (7 EIS Т | +1 sin [ — tT 
—& V [оов 95. 41-1 аш 297 
=4V/2 (ов i sin |. 


Astfel | 2,4] = 4 ]/2 si arg 212 = m m= z, 


Ridicarea la putere a unui număr complex 


Fie 2 =r (cost + i віп ¢) un număr complex şi n € N*. Aplicind formula 


(4) în cazul zı = za = ... = z, = z, obţinem 
2% = г.р... er[cos(t t+... +t) +i sin (++... Р] = 
n ori n ori n ori 


= r^(cos nt +i sin nl), adică 


5) z^ = г" (cos nt -- 1 sin nt) | 


Se observá, cá 


|2" |= |z|” şi Arg 2" = (n arg z + 2kr |k ЄЎ. 
Exemplu. Sá se calculeze (1 — i)”. 
Soluţie. Forma trigonometrică a numărului z = 1 — i este 2 = 


-ya [сов E +1 sin 5] , deci aplicind formula (5) avem z? = 2! (cos 42r- 
+i sin 42x) = 212 (cos 0 + i sin 0) = 212. 


În cazul r = | z | = 1 formula (5) ne dá 
(6) | (cos t +i sin 1)" = cos лі +i sin nt 


Formula (6) valabilă pentru orice n E N*, se numeşte formula lui Moivre. 
Aplicaţie. Folosind formula lui Moivre putem afla formule pentru cos 3t 


| și sin 3t. Avem în virtutea lui (6): 


(7) (cos t +i sin £)? = cos 3t + i sin 3t. 
Calculind direct putem scrie 
(cos t + i sin 2)? = cos? t + 3 i cos? t sint + 3i? cos t sin? t + i? sin?t = 
= cos? t — 3 cos t sin? t + i (3 cos? t» sin t — sin? t). 
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Tinind seama și de (7) se obţine: 
сов 3t = cos? 1 — 3 cos t sin? t = 4 cos? t — 3 cost 


= 2 [os (— et sin [= tJ = 2( = +i sin ©) = 2i. 


i i М Astfel | 2 | = 2 і arg 2 = И 
sin 3/ = 3 cos? 1 sin 7 — sin? і = 3 sin t — 4 gin? t. 8 ^ 


Împărțirea a două numere complexe Exerciţii 


Fie z = (сов hi sin tı) $i za —rg(cos tą +i sin 6) 7 0 două 1. Să se calculeze produsul (2/3 +21) (1461) (11073) sub formă tri. 
numere complexe $i gonomotrică, 


2. Să se determine modulele și argumentele reduse ale următoarelor numere com plexe: 


21 E . . 
JA = z =r (cos t +i sint). Hu 16 
(8) Za a) (2 +i/13%; b) (ori; o (+ D) i 
i = i form formulelor (2) și (3' К) à 
Atunci 229 = 21, deói con i (2) şi (3) 14 ! ; "EU : (ИВ — iy ү (34 
Tra =r; Şi t + ta = + 2kr, unde k Є Z. PATEE у” (1 41)? (od 
Aşadar 9 t Т^ из) А 
| г r = 2 gi t= (tı — ta) + 2kn, kE Z 2 2 
| Ta 8. Să se calculeze: 
| i ind aceste valori in (8) obținem Ji TAI 
şi inlocuin (8) obt e a) (—1+1//8)®; b) [Es 4i к) ; 
(9) ŽL = I [cos (tı — ta) +i sin (t — ta) ]. 
Za Ta c) (1 — cosa + i sin a)”, a e R, n e N*. 
| ie: 
T Roten s 4. Stiind cá z + in 2 cos a, a & R, sá se calculeze 
| | (10) |&j- Inl, Arg & = (arg zı — arg zs + 2kx |k E Z}. E 
MN РА Za | Za gn + A 
A Astfel am arătat cá: pen E 
| Modulul citului a două numere complexe, diferite de zero, este egal cu citul 5. Să se demonstreze că formula lui Moivre este adevărată și în cazul cînd n este un 
modulelor celor două numere, iar un argument al cîtului este diferenţa a cite număr întreg negativ. 
| unui argument al numerelor date. MUT s . & Să se demonstreze f 
li Din construcția imaginii produsului rezultă gi construcţia ia citului. (685 Us DET Кен le +1) =, ke z) și n e N*. 
| \ . . d s . к A 1.—1 g € gn 
i Pe figura 111.7 Mi, Ms; Q sint respectiv imaginile lui 21, zs; în . 
ă i lul şi 
i Ezemplu.. Să se determine оча nt V $ 3. Rădăcina de ordinul n dintr-un număr complex 
| argumentul redus al numărului z= ту) | 
| Definiţie, Fie z un număr complex nenul si n€ N, n > 2. Se numeşte 
MN Soluţie. - s rădăcină de ordinul n a lui z orice număr complex Z, care verifică ecuaţia 
| = т 5 tos aT] M 
il [из (os PESE] | (1) Zn = д. 
nn ЇЇ ү в > Teoremă. Fiez =r (сові* + i sin 2*) un număr complex, arg z = ;*. 
A e (ов mI ans 91 Numărul z are n rădăcini distinete de ordinul n, " anume: 
ү 24 ees 2x + isin 2л). fr i (2) 2, = т СЕ "+ 2 (i gin tis ). 
m tm CEN NM n 


T 1 
23 СЕ 308) === T is = 
Fig. 11.7. X Zi 


k € (0, 1, eR 


Demonstraţie. Scriind ре Z sub formă trigonometricá Z = R (cos T + 
+i sin T), А >0, T € R, ecuaţia (1) este echivalentă cu relaţiile: 


(3) =, 

(4) nT ={* + 2kr, k E Z. 

Deoarece r este un număr real pozitiv, rezultă că ecuația (3) are o soluţie 
unică: R = [/r. Din (4) rezultă că 


(5) ptam е 
n 


Am obţinut mulţimea rădăcinilor de ordinul n ale lui z: 
(6) д = тов e pi mc k c 2. 
n n 


Se pune problema: cite dintre valorile Z, sint distincte? Pentru k € (0, 1, 2 
n — 1} obţinem argumente reduse diferite: 


pe 


1* 1* 4-2 1* а 

(7) feti qued mom. m 
n n 

1* -- 2k t* + 2 (n — 1)x 

Ту == pott) T3 = iem, 


deoarece pentru Vk Є (0, 1, 2, ..., n — 1}, T, € [0, 2n), iar diferenta dintre 
T, şi T, nu este multiplu întreg de 2m, dacă i + k. 
Pentru k — n obtinem 
азе 


1% 
Т, = = — + 2r, 
n 


n 


care diferă de T, cu 2x, deci Z, = Zo. Dacă К este un întreg oarecare, il 
scriem sub forma k=q'n +r cour, gc Z şi 0 <г<п 51 observăm că 


t* 4+2 1* 42 
p, Esci тст 


n 


deci Zu = Z, şi astfel am demonstrat că printre numerele complexe (6) există 


'exact n numere distincte: 


ZZ Zi 
În particular, dacă z = 1, rădăcinile ecuaţiei 
(8) mal 
se numesc ráddcinile de ordinul n ale unității. | 
Deoarece 4 = cos 0 +i sin 0, rădăcinile de ordinul n ale unităţii, pe 
care le notăm cu =, sint: 


s 


(9) 2 "erm пов 2 Pi sin S. pe 07 1:3, os АН). 
n n 
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Problemă rezolvată. Imaginile ră- 
dăcinilor de ordinul n(n > 3) ale unui 
număr complex z + O sint virfurile unui 


poligon regulat cu n laturi, înscris în 
1 


cercul de centru O şi de rază | 2 |". 
Rezolvare. Fie 2 —r(cos ї* + 
+ i sin î*) un număr complex scrie 
sub formă trigonometrică, і* = arg z, 
|z|=r. Imaginea lui z.este un 
punct P pe cercul @(О, r) (fig. 111.8). 
Fie Мо, Mi, Ma, ..., M, imaginile lui 


= => 1* SPON ы C 
ЛА - V r (cos 1% + 2kr 181n m 
n n 


k E40, 4; 2, пу Fig. Ш.8. 


Deoarece OM, = |2; | = l/ r, aceste puncte aparțin cercului e(o, Ir). 
Pe de altă parte imaginile M,, Mx,, ale numerelor complexe Zp, 2. +1 sint 
două puncte pe acest cerc, pentru care 


n 


arg Z, = 


t* + 2k 
1+ 2hkr ‚ arg 2р = 
n i 


Diferenţa celor două argumente este măsura unghiului 


2. 
МОМ, 


deci 


PS А 

u(M,OM,,.) = arg Za — arg Er — ^v" 
și astfel arcele mici MoMi;, MiM», M2M3, ..., М.М, „+25 М.-1Мо sint con- 
gruente şi le corespund coarde congruente: 


(MoM;) = (М, Мз) =... = (MM) = 


no Ez Е; 
=... = (M, Mo), 


deci problema este rezolvată. 

Se observă că în cazul rădăcinilor de E3 E 
ordinul n ale unităţii £o, e, ..., En- imaginile 
acestora sint virfurile unui poligon regulat 


E, 
cu л laturi, înscris în cercul @(О, 1), unde = 2 
virful M, are coordonate (1, 0), deoarece є= 1 

(fig. III.A in cazul п = 6). Fig. Ш. 9. 
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Exemple 1. Sá se calculeze rădăcinile de ordinul 3 ale lui —8i. 
Solujie. Forma trigonometricá a numărului complex 


— 81 este 8 [cos E + i sin F) 
Astfel 
2; = }/8[сов [+ 2) +i sin [= 4 za k € (0, 1, 2). 
Zo = 3 (oos = +1 sin =) = ai, Z, = 3 cos z +i sin E] = 
=) = W3- i. 


2. Să se calculeze rădăcinile de ordinul 6 ale unităţii. 
Solujie. Avem de rezolvat ecuaţia Z? = 1. Rădăcinile ecuaţiei sint: 


-—pV3-i, Za = 2 [гов ^T +i sin 


e, = сов + i sin m, unde Є (0, 1, 2, 3, 4, 5}, 


' adică 
s 1 ‚ИЗ 
во = 1, € = сов + i dne d ES, 
s Qmd e у Sm er AE 
6; — 008---risn^--—-— Fi, 
n Ar с ТАЯ 
єз = сов т -і віп x = —1, e = cos = +i віп — = 
ИВ Bm etu За 74] 
= cle, € 008 cos] E Bine a oot 
Exerciţii 


1. Să se calculeze rădăcinile de ordinul n ale lui z în următoarele cazuri: 
а) n = 2, z = i; b) n = 6, z = —i;c)n=4 z= 3 +i; d) n = 3, z = DU 
esl 


2. Sá se determine rădăcinile de ordinul 3, 4 si 8 ale unităţii. 

8. Sá se demonstreze că rădăcinile de ordinul n ale unităţii sint egale cu puterile unei 
rădăcini particulare e. (О astfel de rădăcină se numește rădăcină primitivă de ordinul n а 
unităţii.) 

4. єє = 1, ex, є, fiind rădăcinile de ordinul trei ale unităţii, să se arate cá: є, = Е,, 
(e1)? = (&)7* = ea şi (e3)? = (ez) 1 = ea. 

5*, Știind că numărul complex Z verifică ecuaţia Zi = z, să se irse cá nume- 
rele —Z, iZ gi —iZ verifică aceeași ecuaţie. Aplicaţie: Să se calculeze (1 — 2i)! si să 
se deducă rădăcinile de ordinul patru ale numărului —7 + 24i. 

6*. Să se arate că, dacă numerele naturale m si n sint prime între ele; atunci ecuaţiile 

m — 1 = 0 si z^ — 1'— 0 au o singură rădăcină comună. 


46 


$ 4. Ecuaţii binome 
Definiţie, О ecuaţie de forma | 
(1) 2" +с=0,сЄ ©, пЄ\, л > 2 


ве numește ecuație binomă. 
Pentru a rezolva ecuaţia (1) vom serie numărul —c sub formă trigono- 
metrică. Astfel ecuaţia (1) este echivalentă cu 


^ = r(cos t + i sin t), 


deci rădăcinile ecuației (1) sînt rădăcinile de ordinul n ale numărului com- 
plex — c. Astfel, ecuația dată are n rădăcini diferite. 

Exemple. 1. Să se rezolve ecuația binomă 2% — 8 = 0. 

Solujie. Forma trigonometricá a numărului 8 este 8(cos 0 + i sin 0). 
Rădăcinile ecuației sînt: . 


a = 2[сов 28 + i sin, k € (0, 1, 2}; z = 2, 
2;——41--i ИЗ; Z = —1—i Vă. 
2, Să se rezolve ecuaţia 
z 4 (4 —izt —i=0. 


Soluţie. Ecuația dată este o ecuaţie de gradul doi în 2%. Obtinem: 20 =] 
sau zi = —1. Soluţiile acestor ecuaţii binome sint: 


Vă (aa ti), [Va зз үз ү). 
3. Scriind rădăcinile ecuaţiei 25 — 1 — 0 sub formă trigonometricá şi 
А Я . Qm x 27 
rezolvind această ecuaţie si pe cale algebrică, să se айе cos = gi від. 
Să se deducă valorile lui sin т » 008 T sin ©, cos = şi să se calculeze 


lungimile laturilor unui decagon regulat și ale unui pentagon regulat, înscrise 
într-un cerc de rază В. 3 
Solujie. Rădăcinile ecuației 25 — 1 = 0 sint 


e, = сов 2E i sin 2, ici 1:2. 3 55 


Pe de altă parte 25 — 1 = (z — аа (2 +5 +2 + = + 1) şi notind z + 
pt = y (їп conformitate cu metoda de rezolvare a ecuaţiilor reciproce), 
8 
găsim 22 + 4 =у*—2. 
3 


И Тус ебет Е е 
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4 [A 4 
dap ULM ESL, qoe Мо 42V 5 
5 4 5 [A 
topo ag ("= Lapin n 10-205 
2090 5 n 
2x ssi 
sın 10 cos Vm v^ : 
1 — cos 
T эз SE УГ ЖЕЎ I =- 
S i E pod УЫ. 8*5. V5 1 
2 4 8 4 D 
lo = 2R sin Z = RV S1, 1, = 2R sin? MAEA 
2 Б 
PA 9] 9 


Exerciţii 

1. Să se rezolve următoarele ecuaţii binome: 

а) 22 — 27 = 0, b) z! + 625 = 0, c) z^ + 1 0, d) (2 — 3i)z +1 + 5i= 0 

2. Sá se rezolve ecuaţiile: | 

а) 26 — 92° + 8 = 0, b) 28 — 321 + 2 = 0, 

c) z1 4- 6 (1 -- i) 2 4-5 4-6 — 0, d) z* — 7iz? + 8 = 0. 

3. Sá se rezolve ecuaţia 2 = 21-1, n > 1, n e М, unde 2 este conjugatul lui z. 
Indicajie. |zn- | = |z |n si deoarece |2 | = |z |, rezultă |z| = 0 зап [| == 


În cazul z Æ 0, inmultim ecuaţia dată cu z şi obținem z^ = 1. 


ES A atii 
3 я Aplicatii ale пите! 


Probleme rezolpate. Dacă punctele Mi, Ma au ајіхеїе 21, 22, atunci mijlocul 


М al segmentului |M, Ms] are afizul AF. 
2 


Mi, Ma sînt (21, Y1), (£2, Y2), M are coordonatele [эе , 2^). Rezultă 


cá afixul lui М este 
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Rezolvare. Fie zı = ху Fii, 25 = Za + iyə Deoarece coordonatele lui 


2 


pasate Hei Ursa (= Б йл) + (zs dy _ atz ) 


M3 м, (Za) 


Ma 
ТЫ 
Ma(2a 


M2 


М 


Fig. T.10. Fig. 11.11. M; (z,) 


Problema 2. Dacă punctele M, Ma, Мз, Ma sint coliniare şi segmentele 
[M.M3], [M2M] au acelaşi mijloc, atunci М, ММзМа se numește parale- 
111.10). Să se demonstreze cá imaginile numerelor 


logram degenerat (fig. 
ui paralelogram Mi MaMsMa (propriu 


complexe 21, Ze, 28, 24 Sint girfurile un 
sau degenerat) dacă și numai dacă 

(1) Zi + 23 = Za + Za. 

Rezolvare. Dacă М,М»МзМ este un paralelogram propriu sau dege- 
nerat (fig. 111.11) М. Мз) si [MM] au același mijloc. Deci afixele z; ale punc- 
telor M, verifică relația 

z+% _ 7t 


2 2 
din (1) deducem că [М.М] si [М.М] au acelaşi 
niare MMMM, este un paralelogram 
atunci conform definiției, М,ММзМ, 


şi rezultă (1). Reciproc, 
mijloc. Dacă punctele M; nu sînt coli 
propriu-zis, iar dacă sint coliniare, 
este un paralelogram degenerat. 

sînt imaginile lui 2, z', atunci imaginea sumei 2 +- 
gramului (eventual degenerat) MOM'P (fig. III. 12), iar imc 
1 paralelogramului OM'MQ (fig. 111.13). 


Observaţie. Dacă M, M' д’ este cel 


de-al patrulea virf P al paralelo 
ginea diferenţei z — z' este virful Q а 


Deoarece MM' = 00, avem si următorul 
(2) 
Р(2•2) 


М(х) 


міз) 


olo) Fig. 111.12. 111.13. 
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4 — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


Exerciţii 


1. Să se arate că mijloacele laturilor unui patrulater oarecare sînt virturile unui 
paralelogram. 


2. Fie M,M,M,M, Şi №№, №№, două paralelograme şi Р; mijloacele segmentelor 
[MN], ie (1, 2, 3, 4). Să se arate că P,P,P,4P, este un paralelogram sau un paralelogram 
degenerat. 


8. Fie funcția f : € С, f(z) = az + b(a, b e ©, az 0). Dacă M; si M, sint de afixe 
Zi Și Za iar М; si М, de afixe f(z;) și f(z), să se arate că 

(3) MM, = |а| * MM. 
Avem | 

(4) МҮМ» = МҮМ», dacă si numai dacă [а | = 1. 
(Egalitatea (3) defineşte asemănarea, iar egalitatea (4) definește izometria.) 

4. Arătaţi că funcţia z — 2, ze defineşte o izometrie. (Vezi exerciţiul 8.) 


5. Fie M,, M, de afixe zı, za 4 0 gi z, = az. Să se arate că semidreptele (OM;, (OM, 
coincid (respectiv sint opuse) dacă si numai dacă а > 0 (respectiv о < 0). 


6. Se consideră punctele M;, М, М» de afixe za, Za Za M, x: Mi. Să se arate: 


a) M, e (М,М„ PA > p. 
Za — 4 


b) M, e M,M; « PI ER. 
E Za — 5 


Indicajie. Se construiesc imaginile lui za — za si z, — 2; în conformitate cu problema 2 
rezolvată si se ţine cont de exerc. 5. 


7*. Demonstrati teorema lui Pompeiu: Dacă punctul М din planul triunghiului echi- 
lateral MMM, nu aparţine cercului circumscris triunghiului M,M;M;, atunci există 
un triunghi avînd lungimile laturilor MM, MM, MM. 


Indicajie. Putem presupune că afixele lui M, Ms, М; sint 1, e, e? unde e? = 1, Se 


folosește egalitatea (z — 1)(s? — e) + (s — є)(1 — e?) = (s — e3)(1 — є), valabilă pentru 
orice z є 0. 


Exerciţii recapitulative 


t 


1. Să se reprezinte mulțimile punctelor din plan ale căror afix satisfac relațiile 
Та 112—012: 18—014; 400 argae T ; а |а| 
= | z — za |, unde z; si 2, sint atixele a două puncte fixe din plan. 

2. Să se efectueze calculele: 

аа Е 


И “ 
b) E, = 1 + 3(cost + isin t) + 3(cos t + i sin 4)? + (cos t + isi d), 
8. Fie expresia E(z) = zi — za + za +1—i; să se calculeze E(1 + i) 
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4. Să se айе poziţia celui de al treilea virf al triunghiului echilateral, afixele a două 
virfuri fiind z, = 1; z = 2 +i. у | | 

Б*, Fie 2,, Za д, trei numere complexe, nenule, distincte două cite două și а d 

. > 92: Я 

egale. Sá se demopatrele că, dacă ду + 2525; Za + 292, ȘI Za + Zaza Sint numere reale, а 
212528 = 1. рер, 
6. Notind си G mulţimea rădăcinilor de ordinul n ale unităţii, G = (to, € Egs «ces Єп-1)» 
sá se demonstreze cá 
) a) cej*ej EG, Vi, j е {0, 1, 2,..,п— 1}, 

b) et eG, Yie{0, 1, 2,:,^— 1). | 

7. Să se determine numerele complexe de modul unu care satisfac relaţia: 


ар а ВЕЕ 
Ё z | 
i = b și |a| + 
i i = b, cel si arga + arge = 2argb şi 
8*. Fie ecuația az? + bz + c = 0, a, b, i і La 
+ |e|= |b|. Să is arate că ecuaţia dată are cel puţin o rădăcină de modul unitar 
9*. Fie ду, Za, 2 trei numere complexe nenule, astfel ca | z; | = | za | = | яа l- 


a) Să se demonstreze că există numerele complexe о si B astfel са za = 925, Za = Bz 
і |е|=|В|=1. | 5 
à b) Sá se rezolve ecuaţia о? + 8° — В а – В + 1 


te. 
E лы eventual rezultatele de la punctele a) si b) sá se demonstreze cá dacá 


i = g= erele 21, 22 Și Za 
E 4 z ч ză = дуда + Zap + 2158 atunci avem zı = 25 = Za sau num 1, 5 
1 E * * + sii 
sînt afixele virfurilor unui triunghi echilateral, 


0 în raport cu una dintre 


Capitolul IV 


Incidenta, ordonarea si paralelismul in spatiu 


$ 1. Axiomele geometriei în spațiu 


Noţiunile fundamentale ale geometriei in spaţiu sint: punctul, dreapta, 
planul, distanţa şi măsura unghiurilor, noţiuni întilnite în geometria plană, la 
care se mai adaugă noţiunea de spațiu. În geometria plană există un singur 
plan, in geometria în spaţiu vom avea mai multe plane. 


Axiomele de incidență în spaţiu sint următoarele: 


I. 1. Spaţiul este o mulțime de puncte, care se notează cu d. 

I. 2. Dreptele si planele sint submultimi ale lui 4. м 

I. 3. Orice dreaptă contine cel puţin două puncte distincte. Orice 
plan conţine cel puţin trei puncte necoliniare. Există patru puncte nesituate 
într-un același plan. 

І. 4. Prin orice două puncte distincte A şi В trece o singură dreaptă, 
care se notează cu AB. 

1. 5. Prin orice trei puncte trece cel puţin un plan. 

I. 6. Dacă două plane diferite au un punct comun, atunci intersecţia 
lor este o dreaptă În acest caz cele două plane se zic sécante. 

Dacă anumite puncte sau drepte sînt situate într-un același plan, spunem 
că ele sînt coplanare. 


Observaţie. Din axiome deducem ușor că ezistă cel puţin un plan, şi există cel puţin 
o dreaptă. Într-adevăr, ştim că există patru puncte distincte A, В, C, D (axioma 1.3). Din 
1.5 respectiv I.4 rezultă că există cel puţin un plan conținînd punctele A, B, C. și cel puţin 
o dreaptă ce conţine punctele A si P. 

Axioma 1.5 arată că trei puncte date aparţin cel puţin unui plan. Teorema 
ce urmează completează axioma 1.5, stabilind că dacă punctele sint necoli- 
niare, atunci planul este unic. 


Teorema 1. Prin orice trei puncte necoliniare A, B, C trece un singur 
plan, care va fi notat eu (АВС). 

Demonstraţie. Тіпіпа seama de axioma 1.5 este suficient să arătăm că nu 
pot exista două plane distincte continind punctele А, B, C. Presupunem 
contrariul. Atunci există planele distincte a si В astfel са A,B,C Ca şi A,B,C c p. 
Rezultă cá а П В este o dreaptă, în contradicţie cu ipoteza. 


Teorema 2. Dacă o dreaptă d are două puncte distincte situate într-un 
plan о, atunci dréapta d este inclusă în planul х. 
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A d 
o 4! 
а С 
0 
В 
Fig. IV.1. Fig. 1V.2. 


Demonstraţie. Fie A si B cele două puncte distincte ale lui Ap Aa С 
TE ` ăci în caz contrar întregul spaţiu ar 
lanul a. Putem găsi un punct С @ a, căci | z atreg 
E în о, in contradicţie cu 1.3. Știm din axioma 1.5 că e des ied 
care contine punctele А, B, C $i cum C € а, planele «și В sin ' ш: x 
Dar A şi В aparţin si lui а și lui 6, deci « n p este o dc (axioma I. [ 
iar in virtutea lui 1.4, « П @ = AB = d, prin urmare d C a. 


punct nt 
n 
D 


Demonstraţie. Pe dreapta d există două puncte distincte * şi C A 
(fig ту 1). Planul (A BC) include intreaga dreaptă d, căci contine două punc 


lan ce conţine pe A și d. 
i d (teorema 2). Aşadar, (ABC) este un plar 
d E А un plan oarecare, саге contine pe A și d. Planele « şi (АВС) avind 


i á că a = С). 
în comun punctele nocoliniare A, B, C, din teorema 1 rezultă ms (ABC) 
Aşadar (АВС) este unicul plan continind dreapta d şi punctul A. 


$ 


; i ică ema 3 
Demonstraţie. Se ia un punct дсй, A + О si se aplică teor 


dreptei d si punctului A. 


ă o dreaptă d nu este conținută într-un plan «, atunci inter- 


: A 4 
&. fie este formată dintr-un singur punc! | 
i d {їп un punct nesituat în planul «. 


© 1. Să se arate că dacă o | 
secția d Na este fie mulţimea vidă Г 
| 2, Să se arate că oricare ar fi planul a, există cel pu 
3. Există două drepte fără punct comun. 
E 4. Să se arate că fiind dată o dreaptă oarecare 
in dreapta d. | | Um 
МИС ОАР unit dt орната ешт dui pb t 
istă. ioma 1.3). Planele « și B = п | v 
que S UEM Sitio d, d', d" astfel ca, luate cite douá, ud he а Tus 
e и că atunci cele trei drepte au un punct comun, sau sînt aşezate ^ T- ope pa 
Е 6. Fie А, В, -С trei puncte necoliniare si D un pro x ШЕР ТА ПШ 
9 unctele D, A, B nu sint coliniare şi nici D, B, €; D, С, A; 

ды, (DBC), (ОСА) este formată dintr-un singur punct. РЕЛЕ 
7. Folosind notaţiile exerciţiului we Ja рЫ En GA O) e Yi um 

вр, се CD; fie PG = (P, GE М 

ы pus amd P, Q, R sint coliniare (teorema lui Desargues). 


d, există cel puţin două plane care 
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8. бе consideră dreptele d și d’, nesituate într-un același plan şi punctele distincte 
А, B, C ed si D, E e d’. Cite plane diferite putem duce astfel încît fiecare să conţină trei 
puncte necoliniare dintre punctele date? Generalizare. 


Teorema 5. Oricare ar fi planul a, mulțimea punetelor si mulţimea, 
dreptelor situate în planul « satistae axiomele de incidență ale geometriei 
în plan. N 
Demonstraţie. Este clar că primele trei axiome de incidenţă ale geometriei 
în plan sint verificate. Rámine de arătat că dacă A, B sint puncte distincte 
ale lui о, atunci există o singură dreaptă d situată în а, cu proprietatea 
А € d, В = d. Axioma 1.4 ne asigură că AB este singura dreaptă cu А € d, 
B є d. Dar са este situată în о în virtutea teoremei 2. 

Admitem axioma riglei, aziomele unghiului şi axioma de congruengd, chiar 
sub forma în care ele sint enunțate în geometria plană. Admitem axioma de 
separare pentru fiecare plan. 

Acestea sint axiomele geometriei absolute în spaţiu. 

Rezultă că în fiecare plan sint valabile axiomele geometriei absolute 
plane, deci sint adevărate toate teoremele demonstrate în Capitolul I al 
manualului pentru clasa a IX-a. Mai mult, două segmente congruente nu tre- 
buie să fie aşezate în același plan, nici două unghiuri congruente. Axioma de 
congruentá se referă acum la două triunghiuri ABC și A'B'C', situate în 
același plan sau în plane diferite. Teoremele de congruentá ale triunghiurilor 
ве extind imediat la douá triunghiuri in plane diferite. 

În ceea ce priveşte relaţiile „dreapta d separă punctele A ві В“ si „dreapta d 
nu separă punctele A şi B", ele au sens numai în cazul cind d, A si B sint 
situate in acelaşi plan și bineînţeles А, Bg d (prima relaţie înseamnă că 
[AB] N dz, a doua înseamnă cá [AB]Nd =ø). De acest fapt trebuie 
să ținem seama în enunţul axiomei de separare, cind ne referim la geometria 
în spaţiu: 

Axioma de separare. Pie d o dreaptă inclusă în planul a şi 4, B, C € a—d. 
Dacă dreapta d separă punetele A şi B şi nu separă B si C, atunei dreapta d 
separă A şi C. 

Definitie. Două drepte se numesc paralele dacă sint coplanare si nu au 
punct comun. Dreptele paralele d şi d' se notează: d || d. 

Observăm că în spaţiu există perechi de drepte fără punct comun care nu 
sînt paralele. De exemplu, dacă A, D, C, D sint puncte necoplanare, atunci 
dreptele AB si CD nu au punct comun si nici nu sint paralele (fig. ТУ.З). 

Oricare ar fi dreapta d şi punctul А nesituat pe d, există o dreaptă d' para- 
lelă cu d, care trece prin A. Într-adevăr, folosind cunoștințe din geometria 
absolută plană, construim în planul (Ad) o dreaptă d' care trece prin A si 
nu are punct comun cu d (se duce AB 1 d si apoi în planul (Ad) o perpendi- 
culară prin A pe AB) (fig. 1V.4). 
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Fig. 1V.3. Fig. 1V.4. 


Nu putem însă demonstra cu ajutorul axiomelor enuntate piná acum, cá 
dreapta d' este singura paralelá prin A la d. De aceea admitem o ultimă axiomă, 
care împreună cu celelalte definește geometria euclidiană în spaţiu: 

Axioma paralelelor. Printr-un punet A exterior unei drepte d, trece cel 
mult o dreaptă paralelă cu d. 

Rezultă: Printr-un punct exterior unei drepte trece o singură paralelă la 


dreapta dată. | 
Retinem cá douá drepte paralele d, d' sint incluse într-un plan unic, care 


se notează cu (dd). 


Exercitiu 
9. Arütali că cxistă o infinitate de plane, care conţin o dreaptă dată d. 


$ 2. Constructii in spatiu 


Să rezolvăm problema următoare: 

Fiind date dreptele d, d' nesituate іп același plan, și punctul А ё d U d', 
să se determine o dreaptă a, care să treacă prin punctul A gi să inlersecteze 
i remi ial problema rezolvată și notind cu P, Q punctele de intersecţie 
ale dreptei а cu d, d' (fig. IV.5) se 
observă că punctul P aparţine atit pla- 
nului (Ad') cit şi dreptei d. Așadar 
pentru a rezolva problema vom proceda 
astfel: 

1) Determinám planul (Ad). 

2) Căutăm intersecţia dreptei d cu 
planul (Ad/). Dacă punctul de inter- 
secţie nu există, problema nu are solu- 
tie; dacă există, îl notăm cu P. 


3) Unim punctele A si Р cu o dreaptă. 

4) Căutăm intersecția dreptelor coplanare AP si d'. Dacă AP şi d' se 
taie, dreapta AP este soluţia problemei. Dacă nu se taie, nu există soluţie. 

Așadar, în funcţie de poziţia reciprocă a elementelor date (dreptele d, d' 
şi punctul A), problema noastră poate să aibă sau să nu aibă soluţie, si anume: 
а) Dacă d taie planul (Ad') si dacă punctul de intersecţie obţinut unit: cu А, 
ne dá o dreaptă ce are un punct comun cu d', atunci această dreaptá este 
soluţia căutată. b) In orice alt caz problema nu are soluţie. 

Astfel, răspunsul la problema propusă include un procedeu constind din 
etapele 1) — 4) şi o discuţie. Vom vedea cá multe probleme se rezolvă prin 
procedee asemănătoare, numite construcții în spaţiu. 

A construi în spațiu o figură înseamnă a o determina. 

Pentru puncte, drepte şi plane avem următoarele situaţii: Un punct 
este determinat dacă este dat ca atare sau dacă este intersecţia a două drepte 
date sau intersecţia unei drepte date cu un plan dat. O dreaptă se consideră 
determinată („construită“) dacă este dată ca atare sau dacă se cunosc două 
puncte ale ei sau dacă rezultă din intersecţia a două plane date. Un plan este 
determinat („construit“) dacă el este dat ca atare sau se cunosc trei puncte 
necoliniare ale lui sau două drepte concurente (sau paralele) date sau o dreaptă 
dată și un punct nesituat pe ea. | 

In problemeie de „construcţii“ sînt date prin enunţ anumite figuri și se 
cere determinarea (construirea) altor figuri, satisfácind condiţii bine precizate. 


Exerciţii 


1. Se dau planele « și B și А, Be о. Să se construiască un punct M e а, egal depărtat 
de A si B, care să aparţină si planului В. 
2. Să se determine intersecţia a trei plane distincte a, Q, y. 


Rezolvare. 1) Dacă «NB = ø, intersecţia cerută e mulțimea vidă. 2) Dacă «N 
este o dreaptă d, intersecția căutată este d П y, care poate fi un punct, mulţimea vidă sau 
dreapta d. 


8. Se dau: planul а, dreptele d}, da si punctele А, В g œU d, U d}. Sá se afle un 
punct M є о astfel ca dreptele MA, MB să intersecteze respectiv pe d, si da. 


$ 3. Semispatiu 


Dofinijie. Pie a un plan şi А, B două puncte nesituate în acest plan. Dacă 
segmentul [AB] are un punct comun cu a se spune că planul « separă 
punctele A și B (fig. 1V.6) sau A și B sînt de o parte şi de alta a planului а. 
În caz contrar se spune cá A şi В sînt de aceeași parte a planului о. 

Definiie. Fie A un punct nesituat în planul «. Mulțimea formată din 
punctul A si din toate punctele situate de aceeaşi parte a lui х са şi A, se 
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Fig. 1V.6. 


Fig. 17.7, 


noteazá cu («А si se numeste semispajiu (deschis). Spunem cá « este fron- 
tiera lui («А şi cá («A este limitat de а. 


Teorema l.(Teorema de separare a spațiului.) 


Oricare ar fi planul « următoarele proprietăți au loe: 

1) Există exaet două semispafii c, şi cs limitate de planul о. 

2) £ — a = c1 U Oy, с N оз = Ø. 

3) Dacă P, Q € c, sau P, О E os, segmentul [ РО] nu intersectează pla- 
nul «. Dacă Р E c; şi R E cs, segmentul [PR] si planul « au un punet 
comun. p 


Demonstraţie. Alegem punctele O ео, А е © — « si punctul B pe semidreapta 
opusă la (OA (fig. IV.7). Notăm o, = («А si оз = («B. Vom arăta cá un punct oarecare 
Me d — «se găsește în c, sau in oz, dar nu їп amindouá. Considerăm in acest scop un plan В 
care trece prin А, B si M. Cum planele distincte х și B au punctul comun О, ele se inter- 
secteazá după o dreaptă d. Folosind în cazul planului proprietăţile de separare învăţate în 
clasa a IX-a rezultă că numai două situaţii sint posibile: a) [AM] N d = e si[ BM] d za 
sau b) [AM] n d № Ø si [BM] = ø. În primul caz M єс; si M @ су, iar în cazul al 
doilea M & a, si М e c, și proprietatea 2) din enunţ este demonstrată. - 

Arütám acum cá 
1) i А e («A = (xA = («А'. 

Luăm Р є («4 si demonstrăm cá Р є («A'. Presupunem contrariul, ceea ce înseamnă 
că există О є [A'P] П х. Fie y un plan care contine punctele A, А” si Р. Deoarece punctul О 
este comun planelor « și ү, aceste plane se taie după o dreaptă a, care separă în ү punctele 
А’ si Р. Rezultă cá [447] Па = Ø sau [AP] a = 2, deci [AA'] Na Æ Ø sau [AP] N 
Na ø. Dar nici una dintre aceste situații nu este posibilă căci A’ e («A si P є («A. 
Aşadar («A с («A' si analog (xA'c («A. 4 

Fie («X un semispatiu oarecare limitat de planul о. Dacă X € o = (xA, atunci 
din (1) rezultă că («X = ву, iar dacă X e o,, atunci («Х = c, si proprietatea 1) este de- 
monstrată. 

Fie P, Q €e o. Atunci («A = («P si din Q є («P rezultă imediat că [РО] По = ø. 
Celelalte afirmaţii de la punctul 3) se arată în mod analog. 


Semispaţiile c, si сә se zic opuse. 
Reuniunea unui semispatiu deschis («A cu frontiera sa, se numeşte semi- 
spațiu închis şi se notează [«A. 
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Exerciţii 


ghiurile lui abe. Reuniunea unui unghi al lui abc 
ч 
© 1. Dacă punctele A si B aparţin semispafiului deschis o, atunci [АВ]с о. Pro- | cu interiorul său se numește о față a lui abc. In- 
prietatea este valabilă și pentru un semispaţiu închis? // ~ m 
i i j iorul lui ab defineşte astfel: Int abc 1 
2. Dacă punctul A nu este situat în planul « și В є о, atunci (BA C («A. teriorul lui абс ве ine с = 
8. Să se arate cá intersecția unei drepte d cu un semispaţiu este fie dreapta d, fie o do: («A n (BBN (ҮС, unde « —(0BC), p = 
semidreaptá, fie mulţimea vidă. ; == (ОСА), ү — (ОАВ). 


4*, Arătaţi că dacă un plan « gi frontiera unui semispaţiu o sint plane secante, atunci 
intersecţia o П « este un semiplan. 


b*, Intersecţia unui plan о cu un semispatiu este fie planul o, fie un semiplan, fie Exerciţii 
mulțimea vidă. 


i А 9. Să se arate că intersecţia unui unghi diedru cu un plan о poate fi: un unghi, reuniu- | 
6*. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare si « un plan care nu trece prin пісі unul nea a două drepte, o dreaptă, mulţimea vidă sau un semiplan închis, și nu poate fi nici o |] 
n din punctele date, dar trece printr-un punct al segmentului (AB). Dintre segmentele (А В), mulţime de alt tip. | 
n (AC), (ADD), (BC), (BD), (CD) cite pot fi intersectate de planul «? ? AUS ^^, TE Cien | 
| | 7*, Fie d o dreaptă si а, B două plane astfel cad NB = ø şia NB = ø. Sá ве arate | 10*. Fie d muchia unui unghi diedru Вор «В, 4e«-—d, Be e $ | 
| că dacă A ed si B ea, atunci dc (BA si «C (BB. Pe Int 4. Să se arate că: 1) (Pd) Int, &/g/ = (dP: 2) Dacă Med, Int AMB = 
\ 8*, Fie («А și (BB două semispaţii astfel са « 5 В și («4 C (BB sau («A П (ВВ = N | 
" = ø, Să se arate cá «Пр = a. © Int о n (ABM). | 
ү 11%, Se consideră notaţiile exerciţiului 10. Să se arate: 1) punctele A si B sint de o 
N TREA . : UTC M Р i i ; i semiplanul (dP au un punct comun. 
N Definiţie, Fie a', 8' două semiplane închise limitate de o aceeași dreaptă d parte și de alta a planului (Ра); 2) Segmentul (АВ) A semiplanul (dP au un p i 
) : ; ; NAM m A aus 19*, Dacă abc este un unghi triedru, P e Int abc și A, В, C sint puncte pe muchiile 
| | (fig. IV.8). Mulțimea a' N f" уа fi notată cu «'B' si va fi numită unghi diedru a, b, c, diferite de О, atunci semidreapta (OP şi Int АВС au un punct comun (fig. IV.9). | 
|: definit de semiplanele a’, p'. Semiplanele а”, B' vor fi numite fețele, iar dreaptă Indicajie. Fie a, B’, y’ semiplanele limitate de dreapta OA conținînd respectiv punctele | 
n | ы шн адр ер. В, C, P. Deoarece P e Int «^^, segmentul (BC) si semiplanul ү” au un punct comun 
pi AN, Т Уз ; TF me int de aceeaşi parte a lui OA; pe de altă parte, P, A se 
D | «'B' se numește unghi diedru nul, dacă о = Q' și unghi diedru plat dacă О (ехе. f1) Rezulta ca £, Q аш de accoapi р i m 
2008 fetele lui sint semiplane opuse. Їп cazul din urmá, muchia d trebuie ва fie află de aceeași parte a lui OQ (deoarece (АР) N (ОВС) = 2), așadar P e Int А00 etc | 
n dată separat. Dacă un unghi diedru nu este nizi nul nici plat, el se numeşte 
" ена у. : Эйе. ii Im А . $ 4. Multimi convexe 
n Să notăm cu х şi B suporturile lui a' si B’ (planele ce contin semiplanele 
T «' și В) si fie A са —d, B c В — d. Prin interiorul unghiului diedru Definiţie. Se numeşte mulțime conpeză orice mulţime de puncte M care 
* N s : 3 
1. a'B' vom înţelege intersecția semispaliului deschis limitat de х, care contine are proprietatea: 
1 fata B’, cu semispatiul deschis limitat de ф, care (4) P,Q € M, Р +Q = (Рд) с A. 
| à contine «': 
~ ? 
| Int a'g' @ («В П (BA. Exerciţii 
$. Doliniţie. Fiea = [0A, b = [0В, с = [OC semi- © 1. Să se arate că orice intersecție de mulțimi convexe este o mulţime convexă. - 
! | | drepte necoplanare, avind origine comuná О (fig. 9. Să se arate că următoarele mulţimi sint convexe: planele, semiplanele, orice semi- 
| , IV.9). Multimea spaţiu deschis sau închis și interiorul unui unghi diedru. 
| li ~ A ^ ^ 8. Poate fi un unghi diedru o mulţime convexă? x, i ste | 
| | ahe ee OU Due futai Lasa Tate 4. Care dintre următoarele mulţimi sînt convexe: a) un unghi triedru, b) interiorul | 
| Wes Я Ў Е : : крз : le? 
| | se numește unghi triedru. Punctul O este virful, semi- său, c) reuniunea: fefelor sale, d) reuniunea interiorului cu toate fețe е Ra 
| D ‚ом A 5. Fie c un semispafiu deschis limitat de planul о şi 9С о mulțime convexá inclus 
n Fig. IV.8. dreptele a, b, c sint muchiile, iar ab, bc, ca sînt un- în planul х. Să se arate cá mulțimea © U o este convexă. 
ia ) 
m. | 
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ВНЕ Se numește sferă de centru О si rază r(r > 0) mulţimea punc- 


telor din spaţiu pentru care OM = г (fig. IV.10). 
Ea se notează (0, r). Interiorul sferei S(0, г) este mulțimea 


Int &(0, r) Œ (M | OM < rj. 
Mulțimea &(0, r) О Int (О, г) se numeste corp sferic sau bild. 


© 6. Să se arete cá intersecţia c5(0, r) cu un'plan ce trece prin O, este un cerc. 
7. Demonstrafi cá Int (0, r) este o multime convexá. 


Vom defini in continuare o figurá in spatiu care generalizeazá supra- , 


fata triunghiulară din plan. Dám mai întîi o anumită caracterizare a supra- | 


fetelor triunghiulare, care apoi va servi ca model pentru generalizare. 


Într-adevăr, fie X e[ABC]. Deosebim cazurile: 1° ¥ e [AB] (resp. X є[АС]) 
atunci se ia Y = B (resp. Y = C); 2° X e[BC], se ia Y = X; 3° X e Int ABC, atunaj 
din teorema transversalei rezultă că semidreapta (AX taie latura [BC] într-un punct Y 
deoarece X si A sint de aceeași parte a lui BC, rezultă [AX]N BC = 2 si X e[AY]. 
Reciproc, dacă X &[AY]si Y e[BC], atunci {піла seama că [ABC] este o mulţime 
convexă, din A, Y e[ABC] rezultă că [AY]C[ABC] şi astfel X e [ABC]. 


Lema poate fi formulatá mai scurt: Suprafaţa triunghiulară [A BC] 


coincide cu reuniunea segmentelor [AY], unde Y c [BC]. Luind acum. în. 


locul segmentului [ВС] o suprafață triunghiulară [ВСР], nesituată in același 
plan cu A, se ajunge la noţiunea următoare: 

Dacă A, B, C, D sint patru puncte necoplanare, reuniunea segmentelor 
[AM], unde M e [BCD] se numește fefraedru și se notează cu [ABCD] 
(fig. IV.12). Punctele А, B, C, D se numesc pirfurile, segmentele [A B], [AC], 
[AD], [BC], [BD], [CD] se numesc muchiile, iar suprafetele triunghiulare 
[ABC], [ABD], [ACD], [BC D] fețele tetraedrului [ABCD]. Reuniunea fetelor 


: 4 
А 
A/N 
B Y C c 


Fig. 1V.10. Fig. 1V.11. Fig. 1V.12, 
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este numită suprafață tetraedrală, iar punctele A 
lui [ABCD] care nu aparţin nici unei fete for- 
mează interiorul tetraedrului, care se notează cu 
Int [ABCD]. \ 

In definitia tetraedrului virful А аге un rol 
deosebit fatá de B, C, D. Teorema urmátoare ne 
arată cá, totuşi, mulțimea [ABCD] rámine ne- 
schimbată dacă virfurile sint luate în altă ordine. 

Teorem Á. Oricare ar fi punctele neco- С 
liniare A, B, С, D avem [ABCD] = [BACD]. Fig. 1V.13. 

Demonstraţie. Luám P e[ABCD] si arătăm cá P e[BACD]. Ştim că există 
M e [BCD] astfel ca P є[АМ] (fig. IV.13). Din lemá rezultă cá există B’ e[CD] cu 
Me&[BB']. Aplicind lema suprafeței triunghiulare [А P B^] deducem mai intii cá Pe [ABB'] 
si apoi că există N &[AB'] cu Ре [В1/]. Folosind lema și in cazul lui [ACD], obţinem cá 
N e[ACD]. Aşadar Р e[BN] şi N e[ACD], ceea ce implică P &[BACD]. Analog, 
Q e[BACD] = О e[ABCD] si teorema este demonstrată. 


Exerciţii 


8. Să se arate că unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obţin trei 
drepte concurente. 

Indicajie. Se formează trei paralelograme cu cite o diagonală comună. 

9*. Să se arate cá dreptele care unesc virfurile unui tetraedru cu centrele de greutate 
ale fetelor opuse sînt concurente în același punct ca și cele trei drepte din exercițiul 8. 

10*, Fie [ABCD] un tetraedru. Se consideră unghiurile triedre care au ca muchii 
LAB, [AC, [AD; [BA, [BC, [BD; [CA, [CB, [CD; LDA, (DB, [ DC. Să se arate cá inter- 
secţia interioarelor acestor patru unghiuri triedre coincide cu interiorul tetraedrului 
[ABCD]. 

11*, Sá se arate cá oricare ar fi punctul M in interiorul tetraedrului [A4 BCD], 
există P e (AB) si О e (CD) astfel încît M e (РО). 

12*. Interiorul tetraedrului [ABCD] coincide cu reuniunea segmentelor. (РО) cu 
P e (AB) si Q e (CD), iar tetraedrul [ABCD] este egal cu reuniunea segmentelor închise 
[PQ], cînd P e[AB] si Q e [CD]. 

18*. Demonstrati cá un tetraedru este o multime convexá. 

14*. Fie 9/t, si Ma mulţimi convexe. Să se arate că reunind segmentele [.PQ], pentru 
care Р є 9, si О e M, se obţine o mulțime convexă. 

15*, Să se arate că interiorul unui tetraedru coincide cu intersecţia semispatiilor 
deschise determinate de planele fetelor și virful opus respectiv. Caracterizaţi tetraedrul 
ca o intersecţie de semispatii. 


$ 5. Paralelism în spațiu 


Definijie. O dreaptă d şi un plan « se numesc paralele dacă nu au nici un 
punct comun, ceea ce se notează d || a sau « || d. 
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И 


Д 


Fig. 1V.14. Fig. 1V.16. 


Rezultă imediat cá o dreaptă d si un i i 
t е 5 plan х ce nu trece prin d ві 
paralele, fie se intersectează într-un singur punct. : p 
juu RA AR unei drepte paralele cu un plan rezultă din proprietatea urmă- 
Proprietatea 1. Dacă o dreaptă d este paralelă cu o dreaptă a inclusă 


шп plan œ, atunci d este paralelă cu planul a sau este conținută in acest 
plan. 


Demonstraţie. Putem presupune cá d @ « (fig. I i | 
f аі j g. IV.14). Atunci planele 
şi (da) sint distincte, deci « N (da) = a. Dacă d ar avea un punct vo А 
2 planul а din A Са și A Є (da) ar rezulta cá A € a П (da) = a, deci 
reptele a $i d ar avea un punct comun, ceea ce este imposibil. 
end gie 2. Dacá o dreaptá d este paralelá cu un plan «, iar un plan f 
rece prin d şi intersectează planul о, atunci « П В este 'aptá E 
m4 н р «, atunci « П B este o dreaptă paralelă 
Demonstraţie. Ştim că a П B este o dreaptă d. Dreptele d si d’ sînt copla- 
nare şi nu au nici un punct comun (căci un punct comun al lor ar aparţine si 
lui о, deci am avea d «= ø). Rezultă cá d || d'. 
Proprietatea 3. Fie d o dreaptă paralelă cu un plan « si А Є о. Atunci 
paralela la. dreapta d, dusá prin A, este continutá in planul a. 
Demonstraţie. Fie a paralela prin A la d şi b = i 
1 и de. Fi ) la şi b = а П (Ad) (fig. IV.16). 
ra сао proprietăţii 2, b || d. Din axioma paralelelor rezultă а = b, dei 
|. p 
[i Teorema 1. Dacă două drepte distincte d’ $i d” sînt paralele cu o a 
|. treia dreaptă d, atunci dreptele d' si d” sînt paralele între ele (fig. 1V.17). 


II Fig. 1V.16, Fig. 1V.17, 


Demonstraţie. Dacă d! şi d" ar avea un punct comun A, prin acest punct 
ar trece două drepte paralele la d, în contradicţie cu axioma paralelelor. 
Aşadar d' d" = ø. Trebuie să demonstrăm că d! gi d^ sint conţinute într-un 
același plan. Fie P Є d” si х = (Pd'). Cum d || d", proprietatea 1 ne arată că 
d C « sau d || a. Din d”|| d deducem că d" C о (ceea ce în cazul d C « rezultă 
imediat, iar în cazul d || « în virtutea proprietăţii 3). Așadar d' și d“ „sint 
conţinute în planul «. 


Exerciţii 


1. Fie d, d^ două drepte paralele. Dacă dreapta d este paralelă cu un plan а, să se. 


arate că d! || < sau d' ca. 

Indicajie. Contorm proprietăţii 3 există o dreaptă a C «, paralelă cu d. Folosiţi teo- 
rema 1 si proprietatea 1. 

9. Se considerá o dreaptá d, paralelá cu planele « si B, care se intersecteazá dupá 
dreapta a. Arátati cá d || a. 

8. Printr-o dreaptă dată d ducefi un plan paralel cu o altă dreaptă d'. Discutati 
numárul solutiilor. 

4. Să se determine reuniunea dreptelor care intersectează o dreaptă dată d si sint 
paralele cu o altă dreaptă dată d’ (d nu este paralelă cu d’). У 

Б. Sá se construiască o dreaptă саге întilnește două drepte date şi este paralelă cu o 
a treia dreaptă dată. Discuţie. 

6. Dacă un plan o intersectează planele secante B, y după drepte paralele, atunci а 
este paralel cu dreapta В п ү. 

7. Un plan variabil taie două drepte paralele în punctele M si IN. Sá se afle locul 
geometric al mijlocului segmentului [MN]. 

8. Se dau două drepte. Duceţi printr-un punct dat un plan paralel cu ambele drepte. 


Discuţie. 


9. Să se construiască o dreaptă care trece printr-un punct dat, este paralelă cu un 
plan dat și intersectează o dreaptă dată. Discuţie. 

10. Se dau dreptele d;, d;, da, astfel ca d; || da, da nu este paralelă cu d; si de É (dy, da); 
se ia pe d, un punct variabil M. Sá se arate că dreapta de intersecţie a planelor (d,M) 
si (dM) descrie un plan, cînd М variază pe da. 

11*. Sá se arate că dacă triunghiurile ABC si A' B'C', situate în plane diferite, au 


| AB || A'B', AC || A'C' si BC || B'C', atunci dreptele АА”, ВВ”, CC' sint concurente sau 


paralele. 
Definitie. Două plane a, В se numesc paralele si se notează а || 6, dacă ele 
nu au nici un punct comun. 


Exerciţii 


© 12. Să se arate că dacă două plane sînt paralele, orice dreaptă conținută în unul 
din ele este paralelă cu celălalt plan (fig. 1V.18). 
© 18. Dacă un plan intersectează două plane paralele, intersecțiile sînt drepte paralele 
(fig. IV.19). 
Indicaţie. Intersecţiile sint coplanare și nu pot avea punct comun. 


Din demonstratie, rezultá si con- 

structia unicului plan f, care trece prin 

y punctul dat A si este paralel cu planul 

dat «. Ducind prin А două drepte 

distincte a si b, paralele cu a, se ob- 

tine planul (ab) = В. 

Dreapta a poate fi oricare dintre 

/7 paralelele prin A la «, deci toate aceste 

paralele sint incluse în f. Reciproc, 

orice dreaptá inclusá in Q este paralelá 

cu a (vezi exerc. 1). Rezultă cá reuni- 

unea dreptelor paralele cu un plan «, 

duse printr-un punct A, este un plan 
paralel cu « (fig. IV.22). 


K 4 ропа 
$ 
"IN г 


E. Exercitii 


Fig. 1V.18. Fig. 1V.19. 


Fig. 1V.22. 


Demonstraţie. Presupunind că teorema este falsá, există planele distincte 
T a' şi ж”, paralele cu un plan а, si care se intersectează după o dreaptă d. Luám 
n punctele B € o, А € d si un plan f, care trece prin A și B, dar nu trece 
| prin d (fig. IV.20) si notăm dı = « N p, d' = о N 6, d" = а" П В. Conform 
exerciţiului 13 :d' ||d4 şi d” ||d,. 

Avem d! 5 d”, căci altfel о si.«" ar avea in comun dreptele d si d’ în 


14. Arătaţi că o dreaptă, care taie unul din două plane paralele într-un singur punct, 
taie si pe celălalt. 

15. Arátati că dacă două plane sint paralele, atunci un plan care intersectează pe 
unul din ele după o dreaptă, taie şi pe celălalt. 

16. Dacă o dreaptă este paralelă cu unul din două plane paralele, atunci ea este sau - 


| contradicţie cu a # а". Deci prin punctul A trec două paralele la dı, ceea paralelă si cu al doilea plan sau este conținută în acesta. 
d. : ce este absurd. Rezultă că teorema este adevărată. . 17. Prin dreptele paralele d şi d’ se duc respectiv planele « și а”, distincte de (dd”). 
ti 114 Existenţa planelor paralele era asigurată de teorema următoare. Să se arate că а || о sau (x Na) || d. 


l'eorema 4. Două unghiuri eu laturile respectiv paralele sînt eon- 


1i \ егцепѓе sau suplementare. 


1 Demonstraţie. Ducem prin A dreptele distincte a și b, paralele cu planul « 


(fig. IV.21). Planul 8 = (ab) este paralel cu a deoarece in caz contrar dreapta 
а N B ar intersecta cel puţin una din dreptele a și b, în contradicţie cu a || «, 
b || a. Aşadar am obţinut un plan 8, care trece prin A și este paralel cu a. 


. . ~ AN . * * 

Demonstraţie. Fie АОВ, A'O'B' cele două unghiuri (OA ||O'A' si 

OB || O'B') despre care putem presupune cá sint proprii si nu sint coplanare. 
Fie d = 00'. Considerăm cazul: A' c (dA, В’ € (dB (celelalte cazuri ве 


Tu Dacă аг exista.incá un astfel de plan ү, din teorema 2 ar rezulta cá р || y, reduc uşor la acest caz). Putem admite cá (OA) = (0'А’), (ОВ) = (0'B") 
n ceea ce este absurd (căci A Є.В, A Є y). Teorema este demonstrată. si Be AA' (fig. IV.23). Atunci ОО'А'А si 00'B'B sint paralelograme, deci 
| (AA!) = (00') = (BB'), de unde rezultă cá si AA'B'B este un paralelo- 
gram si (АВ) = (A'B'). Teorema rezultă acum din congruenta triunghiu- 
rilor OAB şi O' А'В'. 

Teorema 4 permite să dăm următoarea 


imi. Prin unghiul a două drepte d şi d' vom înţelege oricare din 


N 
unghiurile MON, unde О este un punct oarecare al spațiului, ОМ || d, ON |4' 


gi m( MON) € [0°,90°] (fig. IV.24). 

Unghiul а două drepte date nu este determinat in mod unic, dar toate 
И Fig. 1.20. Fig. 1V.21. aceste unghiuri sint congruente intre ele (in virtutea teoremei 4). Asadar 
M másura unghiului a doud drepte are un sens precis. i | 
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5 — Geometrie si trigonometrie, cl. a X-a 


Fig. IV.23. Fig. IV.24. 


paralele cu d si d'. Acest fapt justificá definitia urmátoare: 


Definiţie. Prin direcția unei drepte d, notată cu dir d, înțelegem mulţimea. · 


formată din d şi toate dreptele paralele cu d (este o mulțime de mulțimi). Prin 
unghiul a două direcţii înţelegem unghiul format de cîte o dreaptă din cele 
două direcţii (care nu depinde de alegerea dreptelor respective). 


Să însemnăm cu Ф mulţimea tuturor dreptelor şi să considerăm pe relaţia 
»dı || da sau d, = da“, care se va nota cu d, ~ da. Avem evident dı ~ dı ṣi dı ~ d, «d, ~ d. 
deci relația este reflexivă si simetrică. Dar ea este $i tranzitivă: d, ~ da, dj ~ d, = d, ~ dẹ 
Într-adevăr, dacă dintre cele trei drepte două coincid, implicatia este evidentă, iar dacă 
dı, 43, d, sint distincte atunci d, || d,, d, 14, dı # d = d, || dy în virtutea teoremei 1. 

Rezultă că am definit o relaţie de echivalență. Clasa de echivalenjá determinată de 
o dreaptă d este constituită din dreptele d’ cu d! ~ d, adică din d și toate dreptele para- 
lele cu d, deci coincide cu dir d. Așadar, clasele de echivalență ale relaţiei „paralel sau egal“ 
coincid cu direcţiile. 

De aici rezultă că două direcţii ori sînt disjuncte ori coincid. Să arătăm acest rezultat 
fără referire la teorema generală a claselor de echivalență (de fapt, vom repeta demonstra- 
Йа generală în cazul nostru). În acest scop presupunem că dir d, si dir 2, au o dreaptă 
comună a și arătăm că dir d, = dird,. Fie dedird,. Atunci d ~ dı; dar din a ~ d, 
a de (căci a edir d, a edird,), rezultă cá d, ~ dẹ. Acum d ~ dı, dı ~ da implică 
d ~ da. Așadar d e dir d, — d & dir d, si analog d’ e dir d, > d' є dir d,. 


Exerciţii 


18. Se dau un plan о, un punct А € « si o dreaptă dca. a) Să se construiască o 
dreaptă d’ astfel incit: A e d' şi d' e dir d, b) Să se construiască o dreaptá prin A, 
inclusă în «, care să formeze cu d un unghi de măsură dată a. Cite soluţii există? 

| 19*. Arătaţi că relaţia „ж || sau « = 8“ definita pe mulțimea planelor este o rela- 
fie de echivalență. Determinafi clasele de echivalență. 

20*. Se consideră pe mulţimea tuturor dreptelor si a planelor relația „т || y sau 
ж = y", unde z și y sint drepte sau plane. Am definit o relaţie de echivalență? 
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Din teorema 4 rezultă de asemenea că măsura unghiului a două drepte d 
și @' rămine aceeași dacă înlocuim dreptele d și d cu oricare drepte respectiv 


1* 


21. Агаїа{1 cá două segmente paralele cuprinse între plane paralele, sint congruente. 


22. Să se arate cá prin două drepte, care nu sint conţinute într-un același plan, 
se pot duce două plane paralele în mod unic. Să se studieze și situaţia cînd cele două drepte 
sînt coplanare. 

23. Fie a si В două plane paralele, A, Be «, iar CD o dreaptă paralelă cu х și f. 
Dreptele CA, CB, DB, DA taie planul 8 respectiv în M, N, Р, Q. Să se arate că aceste 
puncte sint virfurile unui paralelogram. 

24. Aflaţi locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremităţile in două 
plane paralele. 


Exerciţii recapitulative 


1. Prin două drepte date să se ducă cîte un plan, astfel ca dreapta lor de intersecţie | 


să fie conținută într-un plan dat. 


2. Fie a, b, c trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. Să se 
arate cá plánele (.Pa), (РЬ), (Pc) contin o dreaptá comuná. 


8. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, iar « un plan care separă punctele A şi B; 
A şi C; C si D. Arátati că « N (BD) 2 sia n(AD) = a. 


4. Pe muchiile а, b, c ale unui unghi triedru de virt O se iau punctele A, B, C; fie 
| ; D 
apoi D є (BC) si E e (AD). Arătaţi са (OE C Int abc. 


5. Arătaţi cá următoarele mulțimi sînt convexe: interiorul unui unghi triedru, un 
tetraedru fără o muchie (fără o față). 


6. Fie A, B, C, D patru puncte neceplanare si E, F, С, H mijloacele segmentelor 
[AB], [BC], [CD], [DA]. a) Sá se arate cá EF || (ACD) şi punctele E, F, С, Н sînt copla- 
nare; b) Dacă (M) = EG ПЕН, să se afle locul geometric al punctului M cînd А, B, C 
sint puncte fixe, in timp ce punctul D descrie o dreaptă dată d (sau un plan dat «). 


7.* Pe dreptele d, d' se iau punctele distincte А, B, C respectiv А”, В’, С”. Sá se 
arate: putem duce prin dreptele 44°, ВВ’, CC’ trei plane paralele între ele dacă și nu- 
mai dacá i 

AB _ BC 
ДК pO i 

8.* Fie M, M’ cite un punct mobil pe dreptele necoplanare d, d’. Sá se afle locul 

geometric al punctului P care împarte segmentul (М М”) într-un raport dat. 


9.* Să se construiască o dreaptă care să intilneascá trei drepte date respectiv in 
М, N, P si pentru care MN / NP să fie un raport dat. 


10. Se dau dreptele d, d’ care taie un plan dat « în punctele A și A’. Să se con- 
struiascá punctele M, М” situate respectiv pe d, d’, astfel înctt MM” || х si segmentul 
М. М”) să aibă o lungime dată /. Discuţie. 


Indicaţie, Duceţi prin А” o dreaptă d* || d. Două plane paralele cu «, unul fix, altul 
mobil, vor intersecta d, d”, d*, în B, В’, B* respectiv în М, М”, M*. Se observă că 


ON T 
MM*M' = BB*B'. Problema revine la construirea unui triunghi cu două laturi date și 
un unghi dat. 
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11. a) Să se айе locul geometric al virfului Р al triunghiului MNP, dacă laturile 


acestuia rămîn paralele cu trei drepte fixe, vîrful M descrie o dreaptă dată d, iar virful N 
aparţine unui plan dat «. b) Aceeași problemă, cu deosebirea că M descrie un plan 
dat В. 


12. Pe muchiile [O2; [OB, [OC ale: unui unghi triedru se consideră respectiv 
punctele М, N, P astfel са OM = ХОА, ON = АОВ, ОР = ЛОС, unde А este un 


număr pozitiv variabil. Să se afle locul geometric al centrului de greutate al triunghiu- 


lui MNP. 
18.* ABCD si A,B,C,D; fiind două paralelograme oarecare în spaţiu, se iau punctele 


As, Ba, Ca, Da care împart segmentele [441], [BB], [CC4], [DD] în același raport. Să se. 


arate cá A,B,C,D, este tot un paralelogram. 
Indicaţie. Luám pe (D,A), (СВ) punctele M, N astfel încît 
DM _ CN _ A4, 


MA NB AsA ' 
АМЛАВ, si DaMNC, sint paralelograme. 


Capitolul V 
Perpendicularitate in spatiu 


$ 1. Drepte perpendiculare 


Dreaptá perpendiculará pe un plan 


Am definit unghiul a două drepte oarecare d si d’ (nu neapărat situate 
într-un același plan). Dacă acesta este un unghi drept, dreptele d şi d’ se numesc 


perpendiculare şi se notează d 1 d'. Aşadar, dacă m(ÁOB) = 90°, orice para- 
lelá la OA este perpendiculará pe orice paralelà la ОВ (fig. VA. 

Fie d o dreaptă si A € d. Putem construi drepte prin A perpendiculare 
pe d, considerind planele conținînd d si trasind in ele prin punctul A cite o 


perpendiculará pe d. Deoarece prin d trec o infinitate de plane, existá o infi- 


nitate de perpendiculare prin A pe d (fig. V.2). 


Teorema 1. Dacă o dreaptá d este perpendiculară pe două drepte 
concurențe conținute într-un plan о, atunei dreapta d este perpendiculară ре 
orice dreaptă situatá în planul a. 

Demonstraţie. Fie d 1 a, d L b, unde a gi b sînt drepte concurente, a, b C « 
şi с o dreaptă inclusă în a. Trebuie să arătăm că d 1 с. Putem admite fără а 
restringe generalitatea că cele patru drepte trec printr-un punct comun O 
(fig. V.3). Alegem punctele А € a, B є b, M, M" єс d astfel incit ele să fie 


Fig. V.1. Fig. V.2 Fig. V.8. 
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distincte де O, (ОМ) == (OM") si AB să intersecteze dreapta c intr-un punct C. 


Din AOAM = ЛОАМ' și AOBM = AOBM' rezultă (АМ) = (AM') şi. 


(BM) = (BM'), dei AABM = AABM' şi avem ВАЙ == ВАЙ. Dar 
atunci ACAM = ACAM' si se deduce cá triunghiul СММ" este isoscel; cum 
[CO] este medianá, este si înălțime. Deci d L c. 

Teorema 1 ne indreptáteste să dám următoarea 


Delinifie. O dreaptă d se numește perpendiculară pe un plan a dacă ea 
este perpendiculară pe orice dreaptă inclusă în planul «. În acest caz se scrie 
d L «sau « „1. d si se mai spune că a este perpendicular pe d. 

Cu acest termen teorema 1 se enunță astfel: Dacă o dreaptă este perpen- 
diculară pe două drepte concurente conținute într-un plan a, atunci ea este per- 
pendiculară pe planul a. 

Din demonstraţia teoremei 1 rezultă imediat și un mod de a construi un 
plan perpendicular pe o dreaptă d, printr-un punct P € d, deci rezultă şi 
ezistența unui astfel de plan: ducind prin P dreptele distincte а, b 1 d, se 
obține un plan (ab) perpendicular pe d. 

Sá considerám acum dreptele prin P. Cele conţinute in (ab) sint perpen- 
diculare pe d. Reciproc, dacă d' 3 P și d' L d, atunci d' C (a b). Intr-adevár, 
planele (ab) si (dd') se taie după o dreaptă c (fig. V.4). Cum сс (ab), din 
teorema 1 rezultă că c 1 d. Dar în planul (dd') putem duce prin P doar o 
singurá perpendicular& pe d, deci d' — c şi d' C (a b). Am obţinut următorul 
rezultat: orice plan prin Р, perpendicular pe d, coincide cu reuniunea dreptelor 
perpendiculare pe d, care trec prin P. Cum această reuniune este determinată 
in mod unic cînd ве дао P și d, rezultă că există un singur plan trecînd prin P 
$i perpendicular pe d. Acest rezultat r&mine valabil şi în cazul cînd Р е d; 


Teorema 2. Fiind date o dreaptă d şi un punet P, oxistă un singur 
plan trecînd prin P şi perpendicular po d. 


Demonstraţie. a) Am văzut că teorema este adevărată in cazul P c d, 


Să presupunem acum că P е d (fig. V.5). Ducem în planul (Pd) perpendicu- | 


ШТ ШТ? 
P | | 


pe 


ul 


Fig. V.4. 


Fig. Ү.5, 
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lara РР’ pe d(P' € d) şi notăm cu « (unicul, 

plan prin P' perpendicular pe d. Deoarece 

P'P | d, avem P'Pc а, deci P є а si exis- 

tenta este demonstratá. Pentru unicitate sá 

observăm că dacă un plan В contine punctul P < 7 

şi B.Ld, atunci PP'c g, deci PER. IS 

Din d L B si P'EB rezultă В = х si unicita- 

tea este demonstrată. Fig. V.6. 
Teoroma 3. Oricare ar fi planul a $i punctul P, există o singură 

dreaptă caro trece prin P si este perpendiculară pe х. 


Demonstraţie. În planul « alegem dreptele secante b si c, si ducem prin P 
planele B, y respectiv perpendiculare pe b, c, care se taie după o dreaptá d 
(fig. V.6). Avem b L d, c L d, deci d -L a (in virtutea teoremei 1) şi deoarece 
P € d, existenţa este demonstrată. Dacă d! este o dreaptă prin P si d! | х, 
atunci d' L b, d' Lc, de unde deducem cá d'c Q si d' с y. Dar atunci 
d' C B ү = d, deci d' = d și unicitatea este demonstrată. (Această demon- 
stratie este valabilă pentru ambele cazuri: P @ ași P C a.) 


Exerciţii 


1. Să se construiască o dreaptă care să treacă printr-un punct dat A si să fie per- 
pendiculará pe douá drepte date d si d'. 


2. Să se arate că există trei drepte cu un punct comun, perpendiculare două cite 
două. 


8. Fie a, b, c, d patru drepte cu un punct comun, d fiind perpendiculară pe a, b, c. 
Sá se arate că dreptele а, b, c sînt coplanare. 


4. Arătaţi cá nu există patru drepte cu un punct comun, perpendiculare două 


cite două. 


5. Fie d | « si d' ||4. Атаў сда | о. 
6. Să se arate că două drepte distincte, perpendiculare ре un plan о, sînt paralele, 
7. Dacă d | о și d! || x, atunci d^ | d. 
8. Arătaţi că două plane perpendiculare pe o dreaptă sînt paralele între ele. 
O 9. Să se arate că locul geometric al punctelor egal depărtate de două puncte distincte 


A şi B este un plan perpendicular pe AB, care trece prin mijlocul O al segmentului [A B], - 


(numit planul mediator al lui [A B]). 


Indicajie. Fie a planul prin O perpendicular pe AB. Dacă АМ = BM, atunci 
MO | AB, deci М є х; Dacă M є a, atunci MO 1 AB, deci AM = BM. 


10. Sá se afle locul geometric al punctelor din spaţiu egal depărtate de virfurile unui 
triunghi ABC. j 


11. Arătaţi locul geometric al punctelor egal depărtate de toate punctele unui cerc, 


| 
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Fig. V.7. 


Fig. Үү. 


i Teorema 4. (Teorema eelor 
Fie PA о dreaptă perpendiculară pe un plan « 
în planul «și AB L d, B € d. Atunei PB | d (fig. V 7) 

a Demonstraţie. Deoarece d L AP, d 1 AB, rezultă că d este perpendicu- 
ară pe orice dreaptă conținută in (РАВ) (teorema 1), deci d L PB 


Teorema reciprocă 1. Dacă Р 
| p e. ^ A L х, А 0 С ^D 
В € d, atunci AB 1 d (fig. V.7) a «, d Ca, PB | d, 


Teorema reciprocă 2. Dacă А 


trei perpendiculare.) 


PB | d, PA | AB, atunei PA L a (fig. V.7) 
Demonstratiile teoremelor reci 


x, d« X IB Ld B c d, 


Г trații proce se lasă ca exercițiu. 
а considerăm un plan а şi un punct A € a. Dacă AA' La, A C a 
aa A se numeşte Pictorul perpendicularei din А pe planul х sau proieotid 
or end ds uu A pe planul a, iar numărul АА’ notat cu d(A a) 
se numeşte distanța de l TR á c 
ape ovs ja de ta punctul A la planul а (fig. V.8. Dacă А є &, 
Teoremaób Fio un plan a, ur i 
. ; un punet A @ a si M c a. Atunei di 
de la A la a este mai mică sau egală cu distanța АМ. _ TE 
Demonstraţie. A' fiind 
А' + М în triunghiul 
[A M] ipotenuza. 


piciorul perpendicularei din A pe planul «, dacă 
dreptunghic АА' М segmentul [A А”] este o catetă, iar 

f Observație. Distanţa de la un punct A la o dreaptă a 
ca ȘI їп geometria plană: ducind in planul (Aa) perpendiculara din A pe a si notind cu A’ 


piciorul acesteia distanţa de la A la а este dată 
Sola p ată de d(A = я ie cá 
este cea mai micá dintre distantele AM, unde M є Е. КОЛЕ we UH 


(care nu trece prin А) se defineste 


Exerciţii Y 


12. Fie ABC un triunghi isoscel ((АВ i 

| i arae : " : 

perpendiculară pe (ABC); arütati cá M | i иы à Ap 
18. Fie A’, B’, 

spaţiu pe laturile triu 


" 
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С" picioarele perpendicularelor duse dintr-un punct oarecare P din 
nghiului ABC. Arătaţi că ducind in planul (ABC) perpendicularele 


(А € а), d o dreaptă conținută 1 


pe laturile lui ABC în А”, B’, C’, se obţin trei drepte concurente. Generalizare pentru un 


poligon. 


14. Pe planul paralelogramului ABCD se ridică perpendiculara AE. Să se calculeze 
distanţele de la punctul E la dreptele BC si CD, ştiind cá AB = 2a, AD = АЕ = a si 


A728. 
m(BAD) = 60°. 


15. Se dau: planul « și punctele А є а, В ga. О dreaptă variabilă d trece prin А si 
este conținută in planul «. Sá se afle locul geometric al picioarelor perpendicularelor din 
B pe d. 


16. Se dau: dreapta a si punctul А @ a. Se cere locul geometric al picioarelor per- 
pendicularelor din А pe planele care trec prin a. 


17. Se consideră un plan о care trece prin mijlocul unui segment [AB]. Să se arate 
că punctele A si В sint egal depărtate de planul «. 


18. Determinati un plan care să treacă printr-o dreaptă dată, să fie echidistant de 
două puncte A si В date si să separe punctele А si B. 


Indicajie. Planul va trece prin mijlocul segmentului [AB]. 


19. Printr-un punct dat să se ducă o dreaptă care să intersecteze o dreaptă dată și 
să fie perpendiculară pe o altă dreaptă dată. 


C 


20. Fie « si 3 douá plane distincte, a cáror 
intersecţie este dreapta d si fie M un punct nesituat 
în «UB. Se duc dreptele MM, si MM,, perpendicu- 
lare respectiv pe «, B. Sá se arate cá dreapta d este 
perpendiculară pe planul (ММ,М,). 


21. Fie а un plan, d o dreaptă în « și A un 
punct exterior lui «. Din A se duce perpendiculara A.B 
pe d(B ed), iar prin B perpendiculara d' pe d, 


situată in а. Se ia pe d’ punctul C astfel ca Хв? А Fig. V.9. 
să fie un unghi ascuţit si (BC) & (AB). Din С se 

duce perpendiculara CC’ ре AB (C' є AB) si se ia pe (CB) punctul D astfel ca 
(CD) = (AC'). Sá se arate cá dreapta AD este perpendiculară ре planul о. 


22*. Se dau un plan о si un punct А є «. Sá se afle locul geometric al punctelor 
M e а astfel са segmentul (АМ) să aibă o lungime dată. 


23. Fie O punctul de intersecţie al mediatoarelor unui triunghi ABC și M un punct 
nesituat în planul (АВС). Sá se arate cá OM | (ABC) dacă și numai dacă (АМ) = 
= (BM) = (CM). 


24. Fie О, A, B, C patru puncte astfel ca OA | OB | OC | OA si se notează a = 
—0A, b = OB, с = OC. 1) Să se calculeze lungimile laturilor triunghiului ABC în funcţie 
de a, b, с. 2) Să se calculeze aria o[A BC] si să se demonstreze relaţia o[ ABC} = o[OABP + 
+ e[OBCP + ОСА]? 3) Sá se arate că proiecția ortogonalá a punctului О pe planul 
(АВС) este ortocentrul Н al triunghiului ABC. 4) Să se calculeze distanţa OH. 


Indicaţie. 3) Se va arăta că AB | СО, AB | OH, din care se deduce că AB | CH 
(fig. V.9). 
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26*. Se considerá punctele necoplanare 4, B, C, D și dreptele AA’, ВВ’, CC’, рр! 
perpendiculare respectiv ре planele (ВСР), (ACD), (ABD), (ABC). Să se arate că dacă 
dreptele AA’ și BB! sint concurente, atunci dreptele СС”, DD’ sint coplanare. 


Indicajie. Din CD | АА’, BB! se va deduce că CD .L AB. În continuare se va folosi 
faptul că prin CD putem duce un plan perpendicular pe AB. 


26*. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Să se arate că AB LCD şi AC | BD 
implică AD | BC. i 


27*. Pe muchiile unui unghi triedru cu virful О se iau punctele A, B, C, astfel ca 
(ОА) = (OB) = (ОС). Să se arate că piciorul perpendicularei din O pe planul (АВС) 
coincide cu punctul de intersecție al mediatoarelor triunghiului ABC. 


$ 2. Inegalitáti geometrice. 
Unghiul unei semidrepte cu un plan 


Temă. Dacă triunghiurile ABC și A'B'C' au (AB) = (А'В'), (AC) = 
= (4'С'), À > 4", atunci (BC) > (BC). 


Demonstraţie. Construim punctul D in semiplanul lui C, față de AB, 
astfel ca AABD = A4'B'C, (fig. V.10). Atunci trianghiul ADC este isoscel 


și (AD C Int BAC, deci și bisectoarea unghiului CAD va fi situată în inte- 


riorul lui BAC, prin urmare aceasta va intersecta segmentul (BC) intr-un 


punct E. Rezultă (EC) = (ED) și BC = BE + EC = BE + ED > BD = 
= Bo. 


Corolar. Dacă triunghiurile ABC gi A'B'C' au (А B) = (A'B'), (AC) = 
= (А'С"), (BC) > (B'C'), atunci А > А". 

Demonstrati corolarul prin reducere la absurd! 

Să considerăm un plan dat « şi o semidreaptă dată [AB cu A c [A 


B е a. Vom studia unghiurile formate de [AB cu diferitele semidrepte de 
origine A, situate în planul а. Dacă AB L х, toate aceste unghiuri sint con- 


LE 
D eh 


A В A! B' 
Fig. V.10. 


gruente. Dacá AB nu este perpendicular pe «, unul dintre ele este mai mic 
decit celelalte; teorema următoare precizează acest unghi. 


Teorema 1. Fie « un plan, A Ca, B € «, iar D" proiecția ortogonală 
a punctului В pe planul о (fig. V.11). Oricare ar fi punetul M c « [AB', 
avem 


£C ч 
В'АВ < МАВ. 


Demonstraţie. Determinăm punctul N Є (AM astfel ca (AN) = (А В”). 
Deoarece BB’ este distanţa de la B la planul « rezultă BN > BB! si apli- 


cînd corolarul de mai sus triunghiurilor ABN şi АВВ’, obținem că КАЮ E 
„N ы 
> B'AB. 
Definiţie. Unghiul В” А В se numeşte unghiul semidreptei [А.В cu planul о. 
El este cel mai mic unghi format de [AB cu o semidreaptă de origine A, 


a . 
inclusă în «. Unghiul B'AB se mai numește unghiul dreptei AB cu planul «. 


Exerciţii 


1. Cu notaţiile figurii V.11 avem de 


Pas ~ 

asemenea: МАВ’ < MAB. 
Indicajie. Fie MM’ | AB’, M' є AP’. 
Cum MM’ | BB’, dreapta MM’ este per- 
pendiculará pe planul (ABB’). Aplicaţi teo- 
rema 1 semidreptei [AM si planului (4B B"). 


Fig. ҮЛ. 
2. Virful A al triunghiului isoscel АВС ((AB) = (АС)) se proiectează ortogonal 


Е “~ WON RR 
în А” pe un plan « care trece prin BC. Arătaţi cá BA'C > BAC (fig. V.12). 


Ses я 
Indicajie. Fie D mijlocul lui [BC] si E e (DA', (DE) = (DA). DA'C este un unghi 
exterior al triunghiului АСЕ. 


' Fig. V.12. Fig. V.18. 


Teorema 2, Într-un unghi triedru abo avem 


` ^ ^^ 


m(ab) + m(be) m(ac) 


AN ; 
Demonstraţie. Fie O virful lui abc, А, B, C cite un punct pe a, b, c, distincte de О, 
Li iar B’ piciorul perpendicularei din B pe planul (QAC) (fig. V.13). Conform exerciţiului 1 


N ~ A ~ 
ү! m(ab) > m(4OB"), m(bc) > тї(В'ОС). 
~” ~ ~N хм VN 
P Dacă B'e Int АОС sau B'e AOC, suma m(408”) + m(B'OC) este egală cu m(ac), iar 


~” N 
dacă B’ este în exteriorul unghiului AOC, atunci această sumă este mai mare decît m(ac). 


| 

| 

| Ín orice caz 
I 


~” N“ ^^ 
m(A40 B") + m(B'OC) > m(ac) 


li | $i teorema rezultá din inegalitátile stabilite. 
| , | 
n Exerciţii 
n 
1 3. Cu notatiile teoremei 1, fie[.A D^ semidreapta opusă lui [А В”. Sá se arate cá pentru 
|" 
t 


Р Pe 2. 
Ж orice punct М єх — [AB" avem B"AB > MAB. 


4*. Arătaţi cá pentru orice unghi triedru abc avem: m(ab) + m(be) + m(ca) < 360°. 


5*, Fie a un plan, A &a, iar В 51 С două puncte de aceeași parte a lui « astfel 


См 
ca AC | о. Arătaţi că САВ este un complement al unghiului format de [A B cu о. 


| | 6*. Fie v un unghi diedru cu muchia m si A & m. Să-se arate că dintre toate semi- 

{ dreptele cu originea А si conținute in semiplanul f^, aceea formează unghiul cel mai mare 
А. posibil cu planul a, care este perpendiculară pe m. (suportul ei se numeste dreapta de cea 
Bm. mai mare pantă a lui B față de о). 


$ 3. Măsura unui unghi diedru. Plane perpendiculare 


N 
| Fie a'8' un unghi diedru propriu si 0, O' două puncte oarecare pe muchia 
lui. Se duc în semiplanul a semidreptele (OA, (0'A', iar în В semidreptele 


| (OB, (O'B' toate perpendiculare pe 00' (fig. V.14). . Unghiurile 40% şi 


A'0'B' au laturile paralele; mai mult, ele se găsesc їп situaţia de pe figura 
IV.23 şi din demonstraţia teoremei 4 de la Cap. IV. $5 rezultă cá 


b (1) 
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~N Pm 
АОВ = А'О'В'. 


PN 
Definitie. Prin măsura unghiului diedru propriu «8 înţelegem 
Др) t€ (400) 
numărul m(a'Q') Æ m ; | j 
Relația (1) ne arată cá acest număr nu depinde de alegerea lui O € d, 


deci el este determinat unic pentru fiecare unghi diedru propriu. Prin депи, 
un unghi diedru nul (respectiv plat) are ca măsură 0° (respectiv 180°). 


27% o 

Detinitie. Semiplanele о şi f se zic perpendiculare dacă m(a'B') = 90°. 

În acest caz si planele а, B, care contin semiplanele о, B', se numesc perpen- 
diculare şi se notează а L В. Evident « L B = В L «. 


Exerciţii 


1. Fie « un plan, с un semispaţiu închis limitat de «, a un semiplan continut în i ^ 
а un numár real, cuprins intre 0 si 180. Sá se arate cá existá un singur semiplan f/, avîn 
a N, 
frontieră comună cu o, astfel încît 8^ C o și (о) = a. 


Indicajie. Problema revine la construirea unui unghi într-un plan perpendicular pe 
frontiera lui о. 


А AS, A 
© 2. Fie e un unghi diedru propriu. Construiţi un semiplan $^ astfel ca m(o^y') = 
= т({87). Arütati cá problema are două soluţii dintre care una este situată in Int «В 


A 
(numit semiplanul bisector al lui "A suportul sáu se numeşte planul bisector al lui o^). 
3. Să T arate cá locul geometric al punctelor egal depărtate de două plane secante 
a, B este format din două plane perpendiculare, şi anume din reuniunea planelor bisec- 
toare ale unghiurilor diedre determinate de о si D. 
Teorema 1. Dacă d este o dreaptă perpendievlará pe un plan «, stum, 
orice plan 8 care confine dreapta d, este perpendicular pe planul с (fig. V.15). 
Demonstraţie. Dacă a = «18, {А} = dna si a, В’ sint semiplane » 
suport х respectiv D, limitate de а, atunci ducind prin A, în planul «, dreapta 


Pas 
perpendiculară ре a, avem d Б, deci m(a'p^) = 90°. 


Fig. V.14. Fig. V.15. 
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Exerciţii 


© 4. Dacă a si B sînt două plane perpendicul i i ; 
să se arate cá dc gB. RER ulare, Q e B si d perpendiculara prin Q pe а, 


5. Se consideră o dreaptă d inclusă în 
pendiculare pe «, care intersectează dreapta 


6 
rente. 


planul о. Arătaţi cá reuniunea dreptelor per- 
d, este un plan perpendicular pe a. 


„ Sá se afle locul geometric al punctelor la egală distanță de două drepte concu- 


7. Arătaţi că un plan а 


perpendicular pe două plane i 
Р р р secante este perpendicular pe 


| 8*. Fie А un punct nesituat їп planul «. Sá se afle intersec 
conţin punctul A și sint perpendiculare pe planul о. 


fia tuturor planelor care 
9*. Duceţi printr-o dreaptă dată un plan perpendicular pe un plan dat. 

10%. Duceţi printr-un punct dat un plan perpendicular pe două plane date. 

11*. Intersectati un unghi diedru cu un plan astfel ca unghiul de secţiune să fie drept. 


12. Arătaţi că o dreaptă d și un plan « i 
; perpendiculare pe un alt lan, si 
inire ele sau dreapta d este conținută în planul g. i 3 үөн 


18. Fie а și B două plane perpendiculare, А € о, iar d o dre i 
р , , aptă perpendiculară s 
Să se arate că paralela prin A la d este conținută în planul a. м: еа. 


14. Dacá trei plane perpendiculare pe un pl i 
plan se intersectează două cît 
dreptele a, b, c arátati că a llè || c. Мага 


15*. Dintr-un punct А se duc perpendicularele АВ şi AC pe planele fefelor unui 


з 27 > 
unghi diedru af. Să se arate: m(BAC) = п(&@/) sau (А?) = 180° — п(@8/). 


$ 4. Proiecţii ortogonale 


Proiecţia (ortogonală ) a unui punct Р pe un plan « a fost definită în $1 


ca intersecţia cu planul a a perpendicularei pe «, dusă prin punctul P. Ea se 
notează: P* = pr, p, 


Prin proiecția unei mulțimi M pe un plan х se înţelege mulțimea 
Pra M = {рг„Р | Р Є M}, 


formată din proiecţiile tuturor punctelor din M. 


Teorema 1. Proieejia unei drepte d pe un plan о este о dreaptă sau 
un punet, 


Demonstraţie. Dacă @_| о, este clar că prąd este un punct. Să presupunem 
in continuare cá dreapta d — AB nu este perpendiculară pe planul « 
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(fig. V.16) si A & a. Fio A*, B* pro- 
iectiile lui A,B pe a si 0 = (AA* B). 
Deoarece f contine o dreaptă perpen- 
diculară ре a rezultă cá B L a. Fie M 
un punct oarecare de pe dreapta d 
și M* = pr, M. Atunci MM* || AA* 
si MM* c B, deci M* € ang = A*B*. 
Astfel am arătat cá prad c A*B*. 

Pentru a demonstra incluziunea 
contrară, luăm un punct oarecare 
N € A*B* şi arătăm că N € рг, d. Paralela la AA*, dusă prin JV, este 
conținută in planul Q, deci va intersecta dreapta d într-un punct P. Atunci 
N = рг, P, deci N € pr, d. : 

Planul 6, determinat prin B 1 « si 8 D d, se numește planul proiectant al 
dreptei d. Retinem cá proiectia dreptei d pe planul « poate fi obţinută prin 
intersecţia planului « cu planul proiectant al lui d. 


Fig. V.16. 


Exerciţii 


1. Să se arate: dacă dreptele d și d’ sînt paralele atunci prąd || prąd’ sau prad = pryd’. 
Ce putem spune despre planele proiectante ale lui d şi d’? 

2. Arătaţi că proiecția unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un 
segment. 


4 ~ 
8. Ştiind că latura [ОА a unghiului drept АОВ este paralelă cu un plan х, să se arate 


că proiecția pe planul « a unghiului 403 este un unghi drept. 

4. Fie A'B'C' proiecția triunghiului АВС pe un plan «. Arătaţi că centrul de greutate 
al triunghiului ABC se proiectează în centrul de greutate al triunghiului A^B'C'. Este 
valabil un rezultat analog pentru ortocentru? 

5. Să se afle locul geometric al punctelor din spațiu care se proiectează pe un plan 
după o dreaptă dată. 

6*, Fiind date punctele necoplanare A, B, C, D, să se determine un plan pe care 
punctele A, В, C, D se proiectează în virfurile unui paralelogram. 

7*. Se consideră toate triunghiurile din spaţiu care se proiectează pe un plan « după 
același triunghi. Să se afle locul geometric al centrelor lor de greutate. 

8*. Fie A un punct nesituat pe dreaptă d. Determinati un plan а astfel încît prod să 
treacă prin рг,4. 

9*. Determinaţi un plan pe care trei drepte date să se proiecteze după drepte con- 
curente. 

10*. Fie «, B două plane care se taie după o dreaptă a și fie do dreaptă perpendiculară 
pe a. Să se arate că proiecţiile dreptei d pe planele х, B sint concurente. 

11*. Se consideră un triunghi triedru astfel ca nici una din muchii să nu fie perpen- 
diculară pe fața opusă. Arătaţi că proiectind muchiile pe feţele opuse, se obţin trei plane 
proiectante care conţin o dreaptă comună. 
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, Prin unghiul а două plane « si В, care 
se intersectează după dreapta d, vom înțelege 


А NS 
oricare unghi MON, unde O € d, M є «Nc 


ом d, ON Ld si m(AfoX) < 90° (fig. V.17) 
Dacă « | B sau « = B, prin unghiul lui а si B 
intelegem un unghi nul. Ca și unghiul a două 
drepte, nici acestă noțiune nu este determinată 
unic, dar toate unghiurile a două plane о si B sînt 
congruente între ele. Așadar, măsura unghiului 


n numă 1 › i mi 
Și таг unic, egal cu cea mai mică dintre măsu- 
erminate de planele а și В. 


Fig. V.17. 


rile unghiurilor diedre det 
а г) P 9 
| Teorema Dacá triunghiul АВС, situ 
proiecția lui АВС pe planul 8 а 


este o, atunei 


at in planul 2, are aria 


4 n $ 
aria o s! măsura unghiului celo 


(1) 
Demonstrația se face in trei etape. 
^ E Е P US ABC situatà in planul 8 (fig. V.18), 
| 5 ed onform teoremei celor trei perpendiculare 
А 1 BC, deci o = u(ÂDĂ'). Din egalitátile S — BEA а ugue ОВАР 
9 , 


A'D = AD: cos ф deducem imediat relatia (1). 


2) Latura [ BC] este paralelá cu planul 6 (fig. V.19). Fie A', B", C' proiec 


tiil 
Ине punctelor А, B, C pe planul В. Putem duce prin dreapta BC un plan @* 


paralel cu B, care taie d i ă 
Fă poa ii reapta A A' in A*. Se observă că patrulaterele BOC! B’, 


sînt dreptunghiuri, deci AA* BC = AA'B'C' si aceste 


Fig. V.18. 


Fig. V.19. 


П 


triunghiuri au arii egale. Tinind seama Fig. V.20. 


şi de faptul cá planul a determină cu 
planele В si B* unghiuri de aceeași 
măsură, formula (1) este valabilă şi în 
acest caz. 


3) Considerind cazul general 
putem presupune cá (CC") < (BB') < 
< (АА”). Intersectăm planul paralel 
cu 8, dus prin B, cu planul « după 
dreapta BD (unde D c (AC)). Punc- 
tele A, B, C, D se proiecteazá pe 
planul 8 in A', В’, C', D' (fig. V.20). 
Notind cu Su, S5, Si, 55 ariile triunghiurilor ABD, СВР, A'B'D' respectiv 
C' B' D', putem scrie conform cazului 2): 

(2) Si = Su сов Ф, $5 = S2 cos Фф. 
Dar Sı + S2 = S, Si + S2 = S’, deci adunind membru cu membru egalitátile 
(2), se obține relația (1). 


Exercitii 


19. Arütati că formula (1) este valabilă și în cazul în care $ reprezintă aria unei supra- 
fete poligonale situate în planul a, iar S’ aria proiecției ei pe planul В. 

Indicaţie. Descompuneti suprafața poligonală în triunghiuri. 

18. Fie ABC un triunghi, AB = 9, BC = 10, AC = 17. Proiecţia triunghiu- 
lui ABC ре un plan f are aria egală cu 18. Sá se afle măsura unghiului planelor 
(ABC) si В. 

14. Se dă triunghiul ABC cu laturile BC = 4, СА = 6, AB = 3. бе ridicá in A, B, C 
perpendiculare pe planul triunghiului si se iau pe ele, de aceeasi parte a planului (АВС), 
punctele А”, В’, C’ astfel са AA’ = 2, BB’ = 6, СС” = 9. Să se calculeze măsura unghiului 
planelor (АВС) si (A'B'C'). 

15. Triunghiul АВС, avind laturile AB = 5, AC = 12, BC — 13, se proiecteazá 
pe un plan paralel cu latura [AC] după triunghiul A'^B'C'. Stiind cá A'B' = 4, să se cal- 
culeze B/C' si măsura unghiului planelor (АВС) şi (A'B'C"). 

16. Se consideră dreptele OA, OB, OC, perpendiculare douá cite douá. Stiind cá 
OA — a, OB' — b, OC — c, sá se calculeze másura unghiului planelor (АВС) si (ОАВ). 


17. Sá ве arate cá pátratul lungimii unui segment este egal cu semisuma pátratelor 
lungimilor proiectiilor acelui segment pe trei plane perpendiculare două cîte două. 

18. O dreaptă taie două plane perpendiculare « si B în A si B. Fie A’, В” proiecţiile 
punctelor A, В pe dreapta « П р. 1) Arătaţi cá AB? = AA’? + A'B"? + B'B2. 2) Dacă 
a, b, c sint măsurile unghiurilor dreptei AB cu planele о, B si cu « П B, atunci 


^n 


cos c = —— — şi sin?a + sin? b = sin? c. 
AB 
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G — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


19. Fie ABC un triunghi situat într-un plan «, A^B'C' i i 

Йй Dee riu t hi s Я proiecția lui pe un plan f, 
iar A"B"C proiecția triunghiului A'B'C“ pe planul «. Notind cu S, 8%, S” ariile le 
rilor ABC, A'B'C', A"B"C" să se arate cá $^ este medie proporţională între S şi S”, 


Exerciţii recapitulative 


1. Un tetraedru [ABCD] аге (AC) = (AD) = (BC) = (BD i ii ij 
- = = = . M - 
loacele muchiilor [AB], [CD], să se arate: а Ca s 
a) MN | AB, MN | CD, AB | CD. 
b) Dacă A’, В’, С”, D’ sint picioarele perpendicularelor duse-din virfurile A, B,C, D 


„pe fețele opuse ale tetraedrului, punctele B, A”, N sînt coliniare, şi la fel А, B^, N; D, С’ 
, ЕД Li ЕД 3 


M; C, D', M. 
с) AA’, ВВ’, MN şi CC', Рр’, MN sint cite trei drepte concurente. 

; 2. Dacá semidreptele [OA si [OB au originea lor in planul «, OA Le și OB La 
atunci cele două semidrepte formează un unghi ascuţit sau obtuz, după E 
de aceeaşi parte a planului a. e ME 

3. a) Arătaţi că cele șase plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru au un punct 
comun. b) Prin acest punct trec și perpendicularele pe feţele tetraedrului, duse prin cen- 
trele cercurilor circumscrise acestor feţe. І 


4. Să se afle locul geometric al punctelor din spati i 
patiu care au diferenţa pătrat is- 
tantelor lor la două puncte date egală cu un număr dat. кс 


5. Se dau un plan «, un punct А є х, un i i 
i › „un punct B Æ « si un unghi hk. Să se constru- 
iască o semidreaptá [А М, inclusă în planul «, care să formeze cu [АВ un unghi congruent 


^ 
си hk. Discuţie, 


9 6. Fie d si d” două drepte necoplanare. Să se arate că există punctele unice A e d, 
Ras А PUT l d si АА” | d’. (Dreapta АА” se numește perpendiculara comună 

, Indicafie. Există un plan unic « саге trece prin d si este paralel cu d’. Cum АА tre- 
buie să fie conţinut în planul proiectant al lui d^ pe «, punctul A coincide cu d П prod", 
iar А” cu intersecţia lui d^ cu perpendiculara pe «, ridicată în punctul A (fig. V.21). TE 
1 ©. 7+ Cu notaţiile exerciţiului 6 fie Med, М” e d’. Să se arate că AA’ < MM" ega- 
litatea fiind posibilă numai dacă M = A și M" = A". : 


8*, Fie AA’ perpendiculara comună 
a dreptelor necoplanare d, d' si Med, 
M’ єй astfel ca (AM) = (A^M'"). Să se 
afle locul geometric al mijlocului segmen- 
tului [MM]. 

9. Într-un plan « se dau două drepte 
perpendiculare d,, d, care se intersectează 
în punctul О. Distanfele unui punct М 
din spaţiu, nesituat în planul о, la drep- 
tele d, și da sînt egale respectiv cu 3a și 
4a, iar МО = 3a|/2. Sá se calculeze 
distanţa de la М la planul «. 


10. Se consideră un  tetraedru 
[VA BC] cu următoarele proprietăţi: АВС 
Fig. V.21. este un triunghi echilateral de laturá a 
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(АВС) 1 (УВС), iar planele (VAC) si (VAB) formează cu planul (АВС) unghiuri de mă- 
sură 60°. Sá se calculeze distanța de la punctul V la planul (АВС). 

11. Se dă dreptunghiul ABCD cu AB = 4 si BC = 2. Pe planul dreptunghiului 
se ridică perpendicularele AA, ВВ,, CC, şi DD,, punctele A, Bı, Ca, Di fiind de aceeași 
parte a planului (ABC) şi AA, = 3, ВВ, = 8, CC, = 1, DD, = 2. М şi № fiind mij- 
loacele segmentelor [4,C,] respectiv [B,D;], să se calculeze lungimea segmentului 
[MN]. 

12. Toate muchiile unui tetraedru au lungimea a. Să se arate că un vîrf se proiectează 
pe fața opusă în centrul de greutate al acesteia. Să se afle măsura unghiurilor diedre deter- 
minate de cîte două fețe. 


~ 

18. Se consideră un tetraedru [ABCD] astfel ca AB = AC = a, m(BAC) = « si 
semidreptele [.AD, [BD, [CD formează cu planul (ABC) unghiuri congruente, de măsura В. 
Să se-calculeze distanța de la punctul D la planul (ABC). 

14. Fie DE o dreaptă perpendiculară pe planul pătratului ABCD. Știind cá BE = 
= 1 şi măsura unghiului format de [BE si (ABC) este B, să se determine lungimea segmen- 
tului [AE] si unghiul lui [AE cu planul (АВС). 

16. Dreapta CD este perpendiculară pe planul triunghiului echilateral ABC de la- 
tură a, iar [AD si [BD formează cu planul (ABC) unghiuri de măsură B. Să se găsească 
unghiul planelor (АВС) si (ABD). 


N N 
16*. Într-un tetraedru [ABCD] avem DA —DB = DC =1, m(ADB) = m(ADC) = 


N” 
= a şi m(BDC) = В. Să se afle distanța punctului D la planul (ABC) si distanța 
punctului A la planul (ВСР). 

17*. Se dau: un plan о, punctele” necoliniare A, B, C, exterioare acestui plan si un 
triunghi DEF C а. Sá se determine ua punct Р astfel încît, notind cu А”, В”, C' punctele de 
intersecţie ale dreptelor PA, PB, PC cu planul «, triunghiurile A'B'C' si DEF să aibá 
laturile respective paralele. 

18*. Fiind date planul о și triunghiurile ABC, A'B'C' nesituate în acest plan, să se 
determine un triunghi DEF, așezat în planul х, astfel încît, pe de о parte dreptele AD, BE, 
CF si pe de altă parte dreptele A'D, B'E, C'F să fie concurente. 


6* 


Capitolul VI 


Poliedre 


În capitolele VI și VII se vor studia unele mulțimi de puncte din spaţiul 
euclidian numite adesea corpuri geometrice. Pentru ele se vor defini noțiuni 
şi se vor demonstra proprietăţi analoage cu cele stabilite în cazul geometriei 
plane pentru suprafeţele poligonale. 

Spaţiul euclidian este un model niatematic al spaţiului fizic, el reflectind 
proprietăţile privind forma corpurilor din spaţiul fizic şi poziţia lor reciprocă. 
Corpurile geometrice pe care le vom studia sînt imagini matematice ale unor 
corpuri bine cunoscute din spaţiul fizic. Această cireumstantá specială, intil- 
nitá in cazul geometriei euclidiene, ne permite ca in studiul се-1 vom între: 
prinde (cap. VI si cap. VII) sá acordám un rol important intuitiei spatiale, 
cunoștințelor noastre obținute din contemplarea si studierea spaţiului fizic. 
Unele teoreme vor fi date fără demonstraţie, conţinutul lor fiind justificat doar 
în mod intuitiv. Menţionăm că teoremele respective pot fi demonstrate riguros 
în cadrul sistemului axiomatic din manual, dar acest lucru ar mări prea mult, 
volumul expunerii. 

Facem observaţia că noţiunile de congruentá si asemănare a două mul- 
timi de puncte din plan se extind în spaţiu și păstrează aceleaşi proprietăţi. 

Muttimile M, Wc $ se numesc congruente dacă există o funcţie bijectivă 
f: M — M’ pentru care PO = f(P)AQ) oricare ar fi punctele P,Q є M, 
iar funcţia f se numeşte izometrie. Multimile M, M’ se numesc asemenea 
dacă există o funcţie bijectivă f: M > M' si o constantă k > 0, astfel їпсїї 
РО = kf(P)f(Q) oricare ar fi punctele Р, Q € M, iar funcţia f se numește 
asemănare. 

Dacă [L] si [L] sînt două suprafețe poligonale incluse respectiv în planele 
a și B ṣi [L] = [L/] atunci ariile lor sînt egale, iar dacă [L] si [1] sînt asemenea, 
k fiind raportul de asemănare, atunci raportul ariilor lor este А. 


$ 1. Prisma 


Definijie. Fie S o suprafață poligonală cu frontiera poligon, inclusă 
într-un plan g, d o dreaptă care nu este paralelá cu planul « si nici continutá in 
acesta şi а’ un plan paralel cu planul «. Pentru fiecare punct М Є $ se con- 
sideră. dreapta care trece prin М, paralelă cu dreapta d și care intersectează 
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planul о într-un punct M’. Mulțimea 
formată din reuniunea tuturor seg- 
mentelor [MM'] se numeşte prismă 


A i i 
= s rietatea 1. Loeul geo.” 
metric al punetelor M' c « din deti- 

niţia precedentă este o suprafață poli- 
gonalá $' şi 5 == S" 


Demonstrație. Se va arăta cá legea 
M' defineşte о izometrie. Într-a- З Fi, 
бе dacă M,N € S, Mz Nsi M > М, N = N', rezultă ү Sad 
un VD (fig. VI.1), (planul (MANM") taie planele paralele а, a dup 
ă ă cá S' = 8. 
douá drepte paralele). Rezultá cá | eme Кее 
ӨК. Dacă S = [414 ... An] şi А; > А, (ї € 1, a ul dca 
din demonstratia precedentá rezultá cá 5' = [4145 ... Aj] gia e * 
rele relaţii: A;A;|| 4;4;, E Dude i e p PEU 
i А AÅ, == [AA] 0 = 1, 2, ..., j r 
М | umo. Pentru prescurtare, se va nota prisma cu 
E : m A 4,4; ... An]. Prisma este determinată dacă se dau virfurile i 
= LIII 1 LEE : 1 ў 7 Pai 55 
| Sapraletolen poligonale 5а uS [AA Ara Aid (ИИ m. | 
[А‹А„А„А{] se numesc fejele prismei, segmentele [A4,;A4,4], [+ i i 
( Et 2 5 n — A, [414,4] [4141] IAA, ( = 1, 2, ..., n), ве numesc muchi : 
Bh i dur punctele A; A; (i = 1, 2, ..., n) se numesc pîrfurile prismei. 
Dino са S şi 45, " mai numesc si bazele prismei iar celelalte fete v 
i А TU chii 
numesc feţe laterale, muchiile [AA], C = 1, 2 өэ п) зе а 
laterale. Distanta dintre planele bazelor unei prisme ве numes m | 
ismét gi se bd nota cu I. Prin ináltimea unei prisme se và mai Ж: "us 4 
i entul determinat de bazele prismei pe perpendiculara comună. iat 
nad a unei prisme este un segment determinat de douá virfuri ale prisme 
а 
in aceleiaşi fete laterale. А | pă 
AS BA a proprietátii 1 rezultá cá poligoanele care p des 
fetele laterale ale unei prisme sint d Opi Tac A о Md ns 
{ ismei. Multimea pun 
1 formeazá suprafaja sau frontiera ртс рате рш 
ск aite nu КЕ бее! sale formează interiorul prismet. 


Fig. VI.1. 


Aria prisme! | ж, 
i 1 uma 
Suma ariilor fetelor-unei prisme se numeşte aria totală a prismet, x 8 + 
| ] i ismei ; vor nota. res- 
ariilor fetelor laterale se numeşte aria laterală a prismet; ele se 
1 а В = ident 
pectiv cu c,(P) si с(Р). Dacă В = o(S), evid 


o(P) = s(P) + 2B 
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Prisma cu muchiile laterale perpendiculare pe planele bazelor se numeste 
Prismă dreaptă. Prisma cu poligoanele bazei parelelograme se numeste para- 
lelipiped. Paralelipipedul drept cu baza dreptunghi se numeste paralelipiped 
dreptunghic. Dacă toate feţele unei prisme sînt suprafeţe pătrate, prisma se 


numește cub. Prisma dreaptă cu baza poligon regulat se numește! prismă 
regulată. 


Exerciţii 


1. Să se demonstreze că 


proiecţiile unui punct din spaţiu pe. muchiile laterale ale 
unei prisme sînt coplanare. 3 SS сазе 


2. Se dá o prismá triunghiulará cu bazele [ABC] si [A' B'C']. Fie D, E; Е centrele de 


simetrie respectiv ale fetelor [BCC' B^], [ACC'A'"], [AB B'A']. Să se arate cà dreptele АР, 
BE si CF sint concurente. ` 1 


8*. Baza «nei prisme este un triunghi echilateral cu latura 6 V/3. Un vîrf al unei 
baze se proiectează pe cealaltă bază, în mi jlocul unei muchii ale acesteia. Înălţimea prismei 
fiind 12, să se afle aria laterală a prismei. | 


4. Baza unei prisme este un pătrat cu latura a. Una din fetele laterale este pátrat, 
alta este un romb cu un unghi de măsură 60°. Să se айе aria totalá a prismei. н 


. 6. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura a. 
cu planul bazei un unghi de măsură 60°. Unul din virturile b. 
bază în centrul cercului circumscris acesteia. Să se afle în 


Muchiile laterale formează 
azei se proiectează pe cealaltă 
теа prismei şi aria totală. 

6. Într-o prismă triunghiulară distanţele dintre muchiile laterale sînt 3, 4 și 5, iar 
lungimea muchiilor laterale este 6. Să se айе aria laterală а prismei. 


7. Baza unei prisme este triunghi echilateral cu latura a; lungimea muchiilor laterale 
este b. Una din muchiile laterale formează cu muchiile adiacente ale bazei- 


unghiuri cu 
măsura 60°, Să se afle aria laterală a prismei. 


8. Într-o prismă triunghiulară, două fete laterale sint perpendiculare intre ele si au 


ariile respectiv de 60 şi 80. Să se afle aria laterală a prismei dacă lungimea muchiilor late- 
rale este 10. 


9*. Să se demonstreze că diagonalele unui paralelipiped sînt concurente, punctul de 
intersecţie al acestora fiind și centrul de simetrie al paralelipipedului A 


10*. Să se arate că într-un paralelipiped oarecare, suma pătratelor celor patru diago- 
nale este egală cu suma pătratelor celor 12 muchii. 


11%, Fie О un vîrf al unui paralelipiped oarecare iar A, B, C virturile situate pe 
muchiile care conţin punctul О. Să se demonstreze că punctul G, în care diagonala parale- 
lipipedului ce trece prin О intersectează (А ВС), este centrul de greutate al triunghiului 


ABC și că OG este = din lungimea diagonalei respective. 


12. Într-un paralelipiped dreptunghic cu baza pătrat, diagonalele au lungimea d si 


fac cu feţele laterale unghiuri cu măsura 30°. Sá se calculeze lungimile muchiilor paralelipi- 
pedului si aria sa, 
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: | t li alá a bului si о 
бе ай ип cub de latură 20. Să se alle distanța dintre o diago d 
18*. Se dă ı 9 20. Să ё {ап 1 nalá cu 
muchie lateralá pe care nu o intersectează. al u . 
i | un 1 rmat d oud lagona e ale ur cub 
4 e И e sinusul unui u gh fo ed i diagonal | 
14. Sá s calculeze s | 
15. Lungimea nuchie i bazei unei prisme hexagonale regulate este а, Jar de > 2a. 
за 1с] 1 ingimile diagonalelor SIT 1йвигїйе unghiurilor pe care le formează ac estea 
să se calculeze lu ар 


1 şi : n unn 
: ; Я d ii t i au lu igimile а 5! b ȘI formeaz 

р ir ip 1 drept, muchiile bazei а lur S r \ 
16 ntr-un par alelipipec 


t d d ‹ az a egali lu mea cele! 
isură 60 Ce na! mare di igonal ia bazei are lungi ea egală cu g 
а ‚сеа а а а т а п ea cel 


unghi de m alelor paralelipipedului. 


i. 5 imile diagon 
i mici diagonale a paralelipipedului. Să se afle lungimile diago 
mai mic 


Secţiuni în prismă 


ideră ismă Р = ААА»... As] $i un plan 6. Dacă 
: Se сае | B енене кд т multimea P n P ie 
intersecţia dintre i din planul Q. Se foloseşte in acest caz și ND js | 
е 1 risma (fig. VI.2). Dintre diversele secțiuni io Es 
сз лүп : ortant il au sectiunile prin plane paralele cu n 
prisme, un rol 23 (d e si S" şi înălţime 7. Un plan p paralel cu к 

Teta TA baza S, Г, < їй si situat in acelaşi semispatiu cu baza 

la distanța /i A 5 


tă d sectione a I P le arece de e xemp pe ecare muchie 
$ с neaz p isma $3 mU 0 се, 2 l , 
fa e , u fi a 


teral a pr 1$8mei e stà [ 1 t al planului p. Această sectiun num 
un punc e e se u este 
la a mel exi 


m ) | . Se poate con- 

iunea prismei prinir-un plan situat la distanța 1, de baza spală 
i baz ct 

LER us prismei eu planul unei baze este secl 

sidera că " 


= aza $$. 
plan situat la distanța J, = 0 sau I, = I de baza 


nia ЕРРЕТИ 
Proprietatea 2. Secţiunea unei prisme de іпаці з паела 
` plan situat la distanța I, < 1 de una din baze este o suprafaţă polis 
p , x * * . В 
eruentá си bazele piramidei (fig. V1.3). | е tut 
ғ Demonstraţie. Se aplică proprietatea 1 în care pla 
emo ; 


prin planul Q. 


Fig. VL2. Fig. VI.3. 


Observaţie. Prin secţiunea unei prisme printr-un plan paralel cu planele bazelor, dis- 
tinct de acestea, se obţin două prisme P’ si P" care au o bază comună $^, ап interioarele 
disjuncte şi P^U pr = p. 

Dintre celelalte secţiuni ale unei prisme printr-un plan se mai definesc secțiunile dia- 


gonale, care sînt secţiunile prin plane paralele cu muchiile laterale ce conţin cite o diagonală 
а bazei. 


17. Să se arate că într-o prismă triunghiulară oblică distanța dintre o muchie laterală 
şi fata opusă este egală cu înălţimea triunghiului obținut prin sectionarea prismei cu un 
plan perpendicular pe muchiile laterale. 


18*. Baza unui paralelipiped oblic este un romb ABCD și muchia laterală [AA'] 
formeazá cu muchiile adiacente ale bazei unghiuri congruente. A” fiind proiecția lui 4’ 
pe planul bazei, să se arate că punctele A, С, А” sînt coliniare. 


19*. Baza unui paralelipiped este un romb și planul uneia dintre secțiunile diagonale 


este perpendicular pe baze. Să se demonstreze că cealaltă secțiune diagonală este drept- 
unghi. 


20. În prisma patrulateră regulată [ABCDA'B'C'D'] diagonalele [AC'] si [BD'] 
determină un unghi de măsură 60°. Să se demonstreze că secţiunea diagonală a prismei este 
un pătrat. 


21%. Se dă cubul [ABCDA'B'C'D']. Să se demonstreze că mijloacele muchiilor 
cubului care nu conţin nici unul din virfurile A si C' sint coplanare și sint virfurile unui 
hexagon regulat. 3 


22*. Se dă cubul [ABCDA'B'C'D'] de latură а și se consideră punctele: M mijlocul 
lui [BC], Р mijlocul lui ГАА" si O^ centrul feţei [A'B'C'D']. Se cere: a) forma secțiunii 
obținută prin sec(ionarea cubului cu planul (M.PO"), b) aria acestei secţiuni. 


23. Într-o prismă triunghiulară regulată se consideră secțiunea determinată de o 
muchie a bazei si virful opus al celeilalte baze. Să se afle: 1) măsura unghiului diedru dintre 
planul de secţiune și planul bazei dacă lungimea muchiei bazei este egală cu înălțimea tri- 
unghiului de secţiune; 2) lungimea diagonalei feței laterale dacă lungimea muchiei bazei 
este a și secțiunea tace cu baza un unghi de măsură 60°, 


24. Se dă cubul [ABCDA'B'C'D'] de latură a. Pe semidreptele [C B, [CD, [CC' se 
iau respectiv punctele P, Q, R aslfel ca (CP) = (CQ) = (CR) si CP = z. Să se calculeze 
aria si perimelrul secțiunii cubului prin planul (POR). (Discutie.) 


25. Fie cubul [ABCDA'B'C'I"] de latură a. Să se construiască poligonul obținut 
prin sectionarea cubului cu planul determinat de vîrful С“ si mijloacele segmentelor (A'D') 
și (BC) si să se afle aria si perimetrul acestei secțiuni. 


26. Să se construiască secțiunea unei prisme triunghiulare regulate [ABCA'B'C'] 
printr-un plan ce trece prin virful A, mijlocul M al muchiei laterale [B B^] si este paralel 


cu BC. Sá se calculeze aria secțiunii dacă muchia bazei are lungimea a și muchia 
laterală 2а. 
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$ 2. Piramida 


Detiniţie. Fie$ —[4,45...44] 
o suprafatá poligonalá cu frontiera 
poligon apartinind unui plan a guum 
punct V & a. Se numește piramidă de 

(trf V şi bază S reuniunea tuturor 
segmentelor [VA], unde A c S. 

Se observá cá piramida este o ge- 
neralizare a tetraedrului. 

Vom nota piramida de virf y 51 
bază S prin Р = [ЎА‚А»... An]. După 
numárul laturilor poligonului de iu 

irami f numi: triunghiulare, 
bum e e VI.4). S nini triunghiulare, [V A343], ее 
[VA,A,] si suprafața poligonală $ se numesc fețele n Mn 
fetelor unei piramide formează suprafața sau frontiera piramidei. à 3 m 
punctelor piramidei care nu aparţin frontierei sale formeazá interio E rs 
midei. Feţele [74,4], [V.A2As], et drum UP Qe о. 

le. Segmentele [V А1], [V Аз],..., V An], [4142], [АзАз],..-, А41] $ 
pl iar ius acestea, [V A,], [V A3], ce [VA,] sint muchii Wed 
Punctele V, А;, As, ..., An se numesc virfuri, iar Ax, Aa; ..., Аһ se mai god 
şi eirfurile bazei. Distanţa de la virful unei piramide la baza d x vy is 
înălțimea piramidei. Prin „înălţime“ se va mai înţelege 51 л са ВА. 
nat de virf şi bază pe dreapta perpendiculară pe planul bazei, к Pat 
iar în acest caz, intersecţia acestei drepte cu planni bazei 5 va 3 p us 
înălțimii; sensul atribuit cuvîntului „înălţime va rezulta din context. 
mida este determinată dacă sint date virfurile T A | 

Aria unei piramide este suma ariilor fetelor piramidei, jar aria laterală a 
unei piramide este suma ariilor fetelor laterale ale acesteia. Deci: 


Fig. VI.4. 


1—1 


в(Р) =? clVA Ai] + РАА] 


1= 


[Ру = 5 +B |, В—(®). 


Piramida de virt V şi bază S —[A4143... Ал] ве пише Е 
regulată dacă АА»... А, este poligon regulat si piciorul înălțimii гш е1 
coincide cu centrul poligonului 4,45... An. Înălţimea unei е 
unei piramide regulate se numeste apotema piramidei (fig. VI.5). Tetraedr 


gi 
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v cu toate muchiile congruente se numeşte tetraedru 
regulat. 
Dacă P este o piramidă regulată, fețele 
laterale sint triunghiuri isoscele şi 


s,(P) = perimetrul bazei - apotema | 
$ 2 
Aj А, j y и 
м Exerciţii 
Az А, пар ч 
XE 1. E posibil ca într-o piramidă cu muchiile laterale 


congruente, baza să fie: a) triunghi; b) dre i; 
Е ; ptunghi; 
c) romb; d) trapez isoscel; e) trapez oarecare? j 


H. | 2. Să se arate că dacă muchiile 1 
| |; gonul de bază poate fi înscris într- 


8. 


aterale ale unei piramide sînt congruente, atunci poli- 
un сего cu centrul in piciorul înălţimii piramidei. 


Să se formuleze și să se demonstreze reciproca proprietăţii precedente. 


T 

| \ | | 4*. Să se arate că dacă fețele later 
Ц. unghiuri diedre congruente atunci 
| centrul în piciorul înălţimii. 


ale ale unei piramide formează cu planul bazei 
poligonul de la bază poate fi circumscris unui cerc cu 


n 5. [0] piramidá are ca bazá un dre i i i i i nd Л 
ir ptunghi cu dimensiunile а ȘI b înălţimea fii 

A | Jar piciorul înăl imii fiin ce 1 i i E i Ў i 

P P t 1 ind ntru bazei. Să se calculeze aria laterală a piramidei. 


T 6*. Fie [SABCD] o piramid i 
| Ў В piramidă cu baza [A BCD], dreptunghi. 
pe muchiile [SC] si [SB] respectiv în А” şi D’. c. 

SA'D’ sint asemenea. 


Se proiectează A şi D 
Să se demonstreze. că triunghiurile SBC și 


7, Baza unei piramide este un romb 
intersecţie al diagonalelor bazei. Să se ar 
gruente. 


și înălțimea piramidei trece prin punctul de 
ate cá feţele laterale ale piramidei sint con- 


8. Baza unei piramide este un triun 


| gruente. Să se arate că planul uneia dint 
|! bazei. 


ghi dreptunghic si muchiile laterale sint con- 
re feţele laterale este perpendicular pe planul 


9*. Muchiile laterale ale unei piramide au lun 
i | cu laturile 20/2, 20//3 si 10/5 (/3 + 
Al b) unghiul dintre muchiile laterale gi 
| | nate de bazá si fefele laterale. 
| 
i 


gimea 52. Baza este un triunghi 


1). Sá se afle: a) înălțimea piramidei; 
planul bazei; c) măsura unghiurilor diedre determi- 


| | 10*, Se ridicá tntr- 


B culará pe planul bazei ce intersectează 
ЕК, planele feţelor laterale în trei puncte. Sá se demon- 
n | streze cá suma distanțelor acestor puncte la piciorul perpendicularei este constantă. 24 


п. Să se afle muchia laterală 
laturii bazei с și înălțimea h, dacă bàz 


un punct al bazei unei piramide triunghiulare regulate o perpendi- 


şi aria laterală a unei piramide regulate cu lungimea 
a este: a) triunghiulară; b) patrulaterá; c) hexagonală. 


| 12. Să se afle înălţimea si muchia laterală a unei 


| | MERDA aab piramide regulate cu lungimea 
р 
i 
n 


| Pru dacá baza este: a) triunghiulará; b) patrulateră; c) hexa- 
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18*. Se consideră piramidă hexagonală regulată [VABCDEF] in care VA = 10 
şi înălțimea este 8. Sá se айе: а) o( VAC); b) măsura unghiului format de o muchie late- 
rală cu planul bazei; с) măsura unghiului diedru dintre două fefe laterale alăturate. 


14., Într-o piramidă patrulateră regulată [УАВСР)] aria unei fefe laterale este q. 
Unghiul diedru dintre două feţe laterale alăturate are măsura 120°. Să se afle o[ VAC]. 
15. Se consideră piramida triunghiulară regulată [V.ABC] în care latura bazei are 
lungimea а şi muchiile laterale au lungimea b. Se consideră punctul D e (VA) astfel ca 


DA — A VA, punctul E mijlocul lui (VB) iar punctul Fe (VC) astfel ca VP = A+ VC. 
% ; 


Să se determine A în funcţie de a şi b astfel ca triunghiul DEF să fie dreptunghic їп E. 

16*. Să-se calculeze măsura unghiului diedru 'dintre planele determinate de două 
fete ale unui tetraedru regulat. i 

17*. Se consideră tetraedrul [ABCD] în саге (АВ) = (АС) = (AD). Să se arate cá 
perpendiculara din A pe planul (BCD) trece prin centrul cercului circumscris triunghiului 
BCD. 

18*, În tetraedrul [ABCD], AB | (BCD), AB = a, BC =, BD = с, DC = d. 
Să se afle măsura unghiului diedru dintre planele (АРС) si (BDC). 

19. Sá se arate că într-un tetraedru regulat suma distanțelor de la centrul bazei la 
feţele laterale este egală cu înălţimea tetraedrului. 

20. Să se afle distanța dintre centrele a două fefe ale unui tetraedru regulat de 
muchie a. 

21, Să se calculeze măsura unghiului format de o muchie a: unui tetraedru regulat 
cu una din feţele care nu o conţine. 


99, Se consideră tetraedrul [SABC] ale cărei muchii [SA], [SB] si [SC] sint perpen- 
diculare două cite două. Sá se calculeze lungimile muchiilor [$4], [SB], [SC] în funcție de 
lungimile a, b, c ale laturilor triunghiului ABC. Ce condiţii satisfac lungimile a, b, c? 


Sectiuni în piramidă 


Se consideră o piramidă P =[УА,А»... An] şi un plan f. Dacă 
intersecția dintre piramidă și plan nu este vidă, atunci mulțimea Q N P se 
numește secțiunea piramidei prin planul Q (fig. VI.6). Şi in acest caz, un rol 


mai important îl au secțiunile prin plane ( 


paralele cu baza. 
Proprietate 1. Dacă înălțimea unei 
piramide Р este 1, atunci un plan paralel cu 
baza, situat în același semispaţiu cu virful V faţă 
de planul bazei, la distanța Г de virf, Г < 1, 
secționează piramida după o suprafaţă poligo- 
nală asemenea cu baza, raportul de asemănare 
T I 
Lies d Fig. ҮП. 
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=. 


E 


Demonstraţie. Determinám pe 
înălțimea [VO] punctul OQ" astfel 
cá VO' = Г (fig. VI.7). Atunci 
O' € В şi punctele V, O sint de 
o parte și de alta a planului p. 


$' = РП В. Dacă M este un 
punct oarecare a lui S, V si M 
fiind de o parte si de alta a lui B, 
: segmentul [VM] intersectează 

2 А, planul В într-un punct М” şi 
Fig. VI.7. M' e PN В = S’. Vom arăta cá 
funcția f:$ > S, f(M)—M 


‚ Evident, f este injectivă si din definiția 


„este o asemănare de raport, 0 
J^ 


lui 5° rezultă că e si surjectivă 1 

8 Jectivă.. Luind punctele M, N Є 5, avem 
аи ~ AVM'N' şi AVOM ~ AV'O'M' (căci MN || M'N', ом l| O'M’) 
eci | 


1 
Asadar UN - fLM)f(N) si f este o asemănare. 


Observaţii. 1) Mulțimea punctelor piramidei i i i i 
1 piramidei P situatá in acelasi semis atiu cu V 
faţă de planul B, reunită cu S” determină o piramidă P’ de virf Vs Basi S, 


" 2)Dacă jp 0, atunci intersectia dintre planul B si piramida Р este un punct, virful V 
Dacă V’ = I, atunci intersecţia este chiar baza S. | | 1 


Exerciţii 


23. Într-o piramidă triunghiul 
muchiilor laterale, respectiv a şi b. 
laterală si înălțimea piramidei. 


ară regulată se cunosc lungimile muchiilor bazei şi a 
Să se determine aria secţiunii duse printr-o muchie " 


24. Să se ducă un plan paralel cu b 


DA aza unei piramide astfel ca aria 1 i iramidei 
formate să fie într-un raport dat, @, A AG epu AME" 


cu aria laterală a piramidei date. 

i 25. Lungimea muchiilor unei 
secţiunii prin planul determinat de 
înălțimii. 


piramide patrulatere regulate este a. Să se айе aria 
mijloacele a două muchii alăturate ale bazei si mijlocul 


26. Înălţimea unei piramide triunghiulare re, 
este 2: Să se calculeze aria secțiunii cu un plan. 
perpendiculară pe muchia laterală opusă. 


gulate este 8 si lungimea muchiei bazei 
ce-trece printr-o muchie a bazei 51 este 


27. Un tetraedru regulat 
prin A şi prin centrul feţei [В 
drului este 9. 


[ABCD] este sectionat cu planul paralel cu BD, care trece 
CD]. Să se afle aria secţiunii dacă lungimea muchiei tetrae- 
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Fie $ baza piramidei Р ȘI 


28. Într-o piramidă patrulateră re- 
gulată, lungimea laturii bazei este a, iar 
a muchiei laterale b. Să se construiască 
secţiunea făcută printr-un plan care trece 
prin una din diagonalele bazei și este paralel, 
cu o muchie laterală şi să se calculeze aria 
acestei secţiuni. 


$ 3. Trunchiul de piramidă 


Prin sectionarea unei piramide Р 
de virf V și bază S cu un plan B, pa- | 
ralel cu baza, se орип două mulţimi Fig. VI.8. 
situate in semispatii opuse față de 
acest plan. Evident, una din aceste mulțimi este tot o piramidă, iar cealaltă 
se va numi trunchi de piramidă (fig. VI.8). | 

Suprafeţele poligonale asemenea $ si $^ = Р П 8 se numesc bazele trun- 
chiului de piramidă si mai exact baza mare respectiv baza mică. Analog cu 
noţiunile corespunzătoare de la prismă şi piramidă se definesc feţele trun- 
chiului de piramidă, fețele laterale, muchiile, muchiile laterale, virfurile, 
frontiera şi interiorul, aria laterală și aria totală. Înălțimea unui trunchi de 
piramidă este distanța dintre planele bazelor sau segmentul determinat de 
baze pe perpendiculara comună acestora. Se va utiliza notația T = [4,45... 
se An As Aa... Án] pentru trunchiul de piramidă de baze S =[АуА»... An] 
şi S' —[A4,45... An], punctele A;, A; apartinind aceleiași muchii laterale. 


c((T) = suma ariilor fetelor laterale 


s(7) = c(T) + B +0 |, unde B —o(S) şi b = o(s’). 


Prin trunchi de piramidá triunghiulará, patrulaterá etc., sau trunchi de 
piramidă regulată se înțelege un trunchi de piramidă obţinut dintr-o piramidă 
corespunzătoare. 

Înălțimea unei fete laterale a unui trunchi de piramidă regulată se 
numește apotema trunchiului de piramidă. În cazul unui trunchi de piramidă 
regulată, 


e(T) = (perimetrul bazei mari + perimetrul bazei mici) * apotema 
i A 2—6 


2 
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Ex "iti 


1. Sá se arate cá cele patru diagonale ale unui trunchi de piramidă, ale cărui baze 
sînt paralelograme, sînt concurente. 


2. Muchiile laterale ale unúi trunchi de piramidă patrulateră regulată formează cu 


ya 


planul bazei unghiuri de măsură « = arctg PUISSE Sá se arate că două fefe laterale opuse | 


sînt perpendiculare. | 
3. Într-un trunchi de piramidă patrulateră regulată, diagonalele sînt perpendiculare 
două cîte două. Lungimile muchiilor bazelor sint 20 respectiv 10. Sá se determine, înăl- 
timea, lungimile diagonalelor, ale muchiilor laterale si ale diagonalelor fetelor laterale, 
4. Muchiile bazelor unui trunchi de piramidă triunghiulară regulată sînt 2 și 5 iar 
înălţimea de 1. Printr-un virt al bazei mici se duce un plan paralel cu fata opusă. Să se 
alle aria secţiunii. i А 
5. Un trunchi de piramidă regulată are ca baze două hexagoane regulate cu lungimile 
laturilor a si b; lungimea muchiei laterale este c. Să se calculeze aria laterală a trunchiului. 
. Un trunchi de piramidă are ca baze două romburi cu lungimile laturilor 8 respectiv 
6 și cu cîte un unghi cu măsura 120°. Înălţimea trunchiului este egală cu triplul lungimii 
diagonalei mari a bazei mici. Să se calculeze înălțimea piramidei din care provine trunchiul, 


$ 4. Multimi poliedrale 


Multimile poliedrale constituie în spaţiu analogul suprafeţelor poligonale 


din plan, cu deosebirea că în acest caz suprafețele poligonale convexe sint înlo- | 


cuite cu prisme, piramide si trunchiuri de piramidă. 


Le, Se numește mulţime poliedrală, o mulţime de puncte din 


spaţiu care este reuniunea unui număr finit de prisme, piramide si trunchiuri 
de piramidă, acestea avind două cite două interioarele disjuncte. 

Și în acest caz, dacă P este o mulțime poliedrală, iar P, Pace 
sint prismele, piramidele si trunchiurile de piramidă respective, adică 
P = PU РО...) P, şi Int P, N Int P; = g, i 5 j, atunci se va spune 
cá mulțimea P se descompune în mulțimile Ру, Ps, ..., Р,. 

Un punct О al multimii poliedrale P se numeste punct interior al lui P 
dacă există un corp sferic cu centrul in O inclus in P. Punctele mulţimii P 
ce nu sint interioare acesteia se numesc puncte de frontieră. 


1) Punctele din interiorul unei prisme, piramide sau trunchi de piramidă 
sint puncte interioare pentru aceste mulțimi. Într-adevăr, pentru un punct. О 
din interiorul unei astfel de mulțimi se notează cu r numărul strict pozitiv 
mai mic decit toate distanţele de la O la fețele prismei, piramidei sau trunchiu- 
lui de piramidă din care face parte. Atunci corpul sferio de centru О şi rază r 
este inclus în mulțimea respectivă. 

2) Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D'] şi piramida [VBCC'] unde 
B € (AV) (fig. VI.9). Pentru mulțimea poliedrală formată din reuniunea 
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cubului cu piramida, punctele in- 
terioare sint punctele interioare ale 
cubului și piramidei, plus punctele 
din Int ВСС”. 

În baza exemplului 1) putem 
defini interiorul unei mulțimi polie- 
drale oarecare P ca fiind mulțimea 
punctelor interioare ale lui P. Mul- 
timea punctelor de frontieră ale 
lui P se numește frontiera lui P. 

În continuare se va stabili o pro- Fig. VI.9. 

i de descompunere a. multimi- И 
сазлы În = ei s-a arătat că orice suprafață poligonală se det с 
în suprafeţe triunghiulare. În mod analog, în spaţiu este adevărată grmi oa 

Teorema 1. Orice mulțime poliedrală-se poate descompune în tetraedro. 

Demonstrația rezultă din următoarele proprietăți de descompunere a 
prismelor, piramidelor şi trunchiurilor de piramidă. | 

Proprietatea 1. Orice prismă se descompune in prisme triunghiulare: 

Demonstrație. Se consideră prisma P de baze 5 şi S’. Știm cá pes 
poligonalà S se descompune în suprafeţele triunghiulare 7, Т "d ү » Mr 
cap. I. $ 1). Prismele determinate de bazele Т1, Ts; s Tm p v aR 
şi avînd muchiile laterale paralele cu muchiile laterale ale prismei P, au 
rioarele disjuncte și reuniunea lor coincide cu P (fig. VI.10). { 

Proprietatea 2. Orice prismá triunghiulard se descompune in trei 
tetraedre. ES 

Demonstraţie. Se consideră prisma P = [ABCA'B'C'] si вери гы 
= [A'ABC]. P, = [BB'CA'] şi Рз = [B'C'A С]. Cele trei piramide au , de 
rioarele disjuncte deoarece oricare douá au ca intersecţie o fatá ge o d F ; 
iar reuniunea lor este P (fig. VI.11), deci P se descompune în Py, Po, Ps. 


Fig. VI.10. 


о 


y 


Fig. VIA. B 


descompune în piramide triunghiulare 


Demonstraţie. Proprietatea rezultă ^ din 
faptul că baza piramidei se descompune in 
suprafeţe triunghiulare care împreună cu vîrful 
piramidei determină piramidele ce realizează 
descompunerea (fig. VI.12). 

Proprietatea 4. Orice trunchi de 
piramidă se descompune în trunchiuri de pira- 
midă triunghiulară. 


Proprietatea este o consecință imediată 


Fig. VI.12. a proprietátii 3 (fig. VI.13). 


Proprietatea Б. Orice trunchi de piramidă triunghiulară se descom- 


pune in trei tetraedre. 


Descompunerea este analoagă celei din proprietatea 2 (fig. VI.14). 

Vom admite următoarea proprietate: dacă două mulțimi poliedrale sint 
congruente și una din ele este descompusă în tetraedrele T, 72, ..., Th, atunci 
şi cealaltă poate fi descompusă în tetraedrele Ti, Ta ..., Т, astfel ca T; = 
ни 7;, 1:515 271 п. 

Un corespondent in spatiu al suprafetelor poligonale cu frontiera poligon 
il constituie poliedrele. 


Пеѓіпіјі е. O mulţime poliedralá P se numește poliedru dacă are 
următoarele proprietăţi: 


Fig. Ү1.18, 


Fig. VI.14. 
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Proprietatea 3. Orice piramidă se 


Fig. VI.16. 


Fig. VI.15. 


1) pentru oricare două puncte interioare ale lui P există o linie poligonală 
cu extremităţile în cele două puncte, formată numai din puncte interioare; 

2) pentru oricare două puncte саге nu aparţin lui P există o linie poligo- 
nală cu extremităţile în cele două puncte, formată numai din puncte care nu 
aparţin lui P. 

‚ Exemple: 

1) Reuniunea a douá prisme care au ca intersectie o muchie nu este 
poliedru (fig. VI.15). 

2) Reuniunea dintre o prismá si o piramidá care au са intersectie 
o suprafatá poligonalá este un poliedru (fig. VI.16). 

3) Se consideră cubul [ABC DA'B'C'D'] de latură a şi O centrul sáu 
(intersecţia diagonalelor). Piramidele cu vîrful in О şi baze feţele cubului se 


sectioneazá cu plane paralele cu bazele situate la distanța Т de baze. Reu- 


niunea trunchiurilor de piramidă astfel formate nu este poliedru (fig. VI.17). 
„Se numește virf al unui poliedru, un punct care aparţine frontierei polie- 


' drului şi nu aparţine nici unui segment deschis inclus în frontieră. Se numeşte 


muchie a unui poliedru un segment deter- 
minat de două virfuri ale poliedrului, inclus . 
in frontierá si ale cárui puncte nu apartin 
interiorului nici unei suprafete poligonale 
inclusă in frontieră. 

Un poliedru se numește convex dacă 
este o mulțime convexă. Acceptăm, în mod 
intuitiv, că în cazul unui poliedru convex, 
frontiera este o reuniune de suprafeţe po- 
ligonale convexe a căror laturi sînt muchii 
ale poliedrului. O astfel de suprafață poligo- 
nală convexă se numește față a poliedrului, 


Fig. VI.17. 
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* — Geometrie și trigonometrie, cl. a X-a 


În continuare, vom demonstra o relaţie importantă care există între numărul vír- 
furilor, muchiilor si teţelor unui poliedru convex oarecare. Ca pregătire, dăm un rezultat 
din geometria plană. 


Detiniţie. Se numește rețea poligonală simplă o suprafaţă poligonală [Р] cu fron- 
tiera poligon împreună cu o descompunere a ei în suprafeţe poligonale convexe, 
[P] = [P,]U ... ULP7]. Cele f suprafețe [P;] se numesc feţele reţelei, iar virfurile si laturile 


acestora se numesc virfurile şi muchiile rețelei, numărul lor fiind notat cu v respectiv m. _ 


Pe fig. VI.18 v = 11, m = 16, 1:16. 


Teorema |. În orice rețea poligonală simplă avem 


v —m--f-1. 


Demonstraţie. Dată Pj are 4 laturi sau mai multe, ducind o diagonală a lui P;, se 
obţine o reţea nouă, în care numărul virturilor este tot v, există o muchie în plus și o față 
în plus, deci numărul v — m + f nu's-a modificat. Așadar, dacă descompunem fiecare 
[Pi] în suprafețe triunghiulare (în conformitate cu teorema de descompunere de la 


Cap. І, $ 1), se obține o reţea pentru care v— m + f rámine același. Prin urmare este - 


suficient sá demonstrám teorema pentru cazul cind fiecare P; este triunghi. 

Procedám prin inducţie matematică în raport cu ў. Dacă f = 1, avem un singur 
triunghi, v= 3, m—3 si v т 4- f = 4. Presupunem cá teorema este adevărată pen- 
tru fiecare reţea in care numărul fefelor este mai mic decit f. Considerăm o suprafaţă 
triunghiulară [ABC] a reţelei avînd latura [AB] în comun cu Р și deosebim două cazuri: 
a) C este un punct interior al lui [P] (fig. VI.18); scotind din reţea Int ABCU (AB), 
se obţine o reţea simplă cu f — 1 fefe, v virfuri și m — 1 muchii; în virtutea ipotezei de 
inducţie v — (m — 1) -f —4 — 4, deci v—m +ѓ=1. b) С eP (fig. VI.19), atunci 
[AC] (sau [BC]) descompune reţeaua [P] în rețelele poligonale simple [.Р/] si [P"] cu v’, m, 
f’ respectiv v^, m^, f" virfuri, muchii și fete, pentru care v — m + f' = 1, v" — m" + T2548 
Deoarece v +v” — v -- 2, m' -- m" — m -- 4, F +f” = f, rezultă v 4-2 — (m + 4) + 
+ f = 2, deci iarăși v — m+ f — 1. 


Teorema 2. (Relaţia lui Euler.) Dacă v, m, f reprezintà 
respeetiv numărul vírfurilor, muchiilor . și lejelor unui poliedru convex, 
atunei > 


©— т-+ ў = 2. 


А 8 
Fig. VI.18, 


Fig. VI.19. 


LA 
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\ Fig. VL.20. 


ie. Fi [ i 7 [А14 АЫ 
р‹ irajie. Fie Р = [A4,45...4,] un poliedru convex oarecare, 14a: 

o fatá Mode lui L, iar a un plan paralel cu « astfel ca poliedrul P să fie situat 
între о si о (fig. VI.20). Luám un punct M e int L și o dreaptă MW ls N si Int Bra 
i i = oir 5 A143... Ак este un 

de o parte si de alta a lui a. Notind 4; = NWA, i € (1, ..., v) е 
E ao соток asemenea cu А,А»...Ак ($ 2, proprietatea 2) si dacă N este euficlent de 
aproape de M, punctele Акы» 5 Av se află in interiorul lui А149... Ак. Prin urmare 


nctele A4 ..., Av sînt virfurile unei reţele poligonale simple avînd v virfuri, m muchii 
- 2 4 Fe Din teorema 1 rezultă cá v — m --f —1-—41 si relaţia cate demonstrată. 
Observaţie. Dacă se suprimá fața L, se obține o „rețea spațială simplă R, cală ре 
suprafața poliedrului Р. Acesteia i-am asociat, prin „proiectare din JV" o e po iaa 
simplă in planul «'. Bazindu-ne pe intuiţie (sau pe experienţă), putem să obţinem are 
respectivă si în alt mod. Să ne imaginăm că reţeaua R este realizată dintr-o п n 
elasticá, pe care o intindem piná ce devine planá. Ea se deformeazá si muchiile devin аг 
de curbe, dar acestea pot fi înlocuite cu ce de drepte, fără a schimba numere 
i f — 1 şi teorema 2 rezultă din teorema 1. à . 
"ad үе с poate fi aplicat ori de cite ori reţeaua spaţială (presupusă -— 
poate fi întinsă astfel încît să devină plană. Rezultă cá relaţia lui Euler este Mure si 
pentru alte tipuri de poliedre, nu numai pentru cele convexe, de exemplu în cazu ^i 
rii VI.24, unde v= 9, m= 16, f—9 şi v— m-rF f = 2. Dacă îndepărtăm о faţă 
a poliedrului de pe fig. VI.22, de formá inelará, reţeaua feţelor rămase n is үш 
poate întinde pe un plan; aici v = 16, т = 32, f = 16 si v — m + [= ve : i ш 
corp este străpuns de p ori, zicem cá suprafaţa lui este de. „gen р“ si în aces Hier 
v — m + f= 2 — 2p. Numărul v — m + f se numește caracteristica euleriană a «шщ ue 
respective. Suprafaţa unui poliedru convex este de gen 0 și are caracteristica enlerian 


egală cu 2. 
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! 

su 
poe m 


? 


4 
, ^u 
4/4 


Fig. ҮІ.92, 


Fig. VL21. 


Dofinifie. Un poliedru convex Р se numește poliedru regulat dacă 
fiecare virf al lui P aparţine aceluiași număr de muchii, toate feţele sint 
suprafețe poligonale regulate congruente și toate unghiurile diedre, deter- 
minate de fete cu muchie comună, sint congruente. 


Teorema 3. Există numai einei tipuri de poliedre regulate și anume: 
tetraedrul, hexaedrul (cubul), octaedrul, dodeeaedrul și icosaedrul regulat 
(fig. VI.23—VVI.27). 


Demonstraţie. Notăm prin с numărul muchiilor de pe o față și cu p numărul muchiilor 
care pleacă dintr-un vîrf. Cum fiecare muchie este inclusă în exact două fefe si are două 
extremităţi rezultă că 


2m = f*q — v*p, 


adicá 
^ 2m  . 2m 
(1) v= — şi f= —. 
р 1 
Tinind cont de relatia lui Euler, 
! 
LAS ELIT. 
p 4 
вап 
P 
" TERENE 
| Жз ИО ed 
Rezultá cá 
1 1 1 
(3) LLLI 
à р q 2 


de unde 


1 1 
— > — 
P 2 


ү 

4 
deci p < 6 si analog q < 6; iar dacă p > 4, atunci q <4. Deci singurele perechi (p, q) 
care verifică inegalitatea (3) sînt 


(4) (3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3). 


Rezultá cá existá cel putin 5 tipuri de poliedre regulate. Vom aráta in continuare cá pentru 
fiecare pereche din şirul (4) există un poliedru regulat. 


1) Cazul p = 3,4 = 3. Atunci din (2) obţinem m = 6 si din (1) aflăm о = 3, f = 3. 


Poliedrul este un tetraedru regulat (fig. VI.23). 
2) Cazul p = 3,q = ^; atunci m = 12, = 8, = 6 şi se obţine un cub (sau hezaedru 
regulat) (fig. VI.24). 
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Fig. VI.28. Fig. VI.24. Fig. VI.25. 


3) Cazul p = 4, q = 3; atunci m = 12, v = 6, f = 8. Acest poliedru poate fi realizat 
luînd ca virfuri centrele fetelor unui cub (fig. VI.25). El se numeşte octaedru regulat. 

4) Cazul p = 5, д = 3; atunci m = 30, v = 12, f = 20. Se construiește un poliedru ` 
regulat in modul urmátor: se considerá intr-un plan « un pentagon regulat ABCDE, de 
centru О si latură a (fig. VI.26). Pe dreapta dusă prin О, perpendicular ре «, se ia un punct F 
astfel ca AF = a. Atunci triunghiurile FAB, FBC, FCD, FDE si FEA sînt echilaterale. 
Se ia un punct О” pe semidreapta opusă lui (OF, se duce planul о prin О“, paralel cu « 
şi se proiectează punctele А, В pe а în A’, B’. Înscriem în cercul 6/0", OA), situat in o, 


un pentagon regulat GH IJ K astfel încît С să fie mijlocul arcului mic А'В' (fig. VI.26, a). 
Determinăm distanța z = OO' in așa fel incit АС = a; notăm în acest scop cu М 


mijlocul segmentului [АВ] si cu W mijlocul arcului mic AB a cercului circumscris 
lui ABCDE; rezultă x? = NG? = MG? — MN? = u — MN?. Atunci, între planele « 
şi a' se formează zece triunghiuri echilaterale: АВС, ВСН, CDI DEJ, ЕАК, СНВ, 
HIC, IJD, JKE, KGA. Їп sfirsit, luînd pe semidreapta opusă lui (ОҒ punctul L pentru 
саге O'L = OF se obțin alte cinci triunghiuri echilaterale de latură a: СНІ, HIL, 
IJL, JKL, KGL şi [FABCDEGHIJKL] este un poliedru regulat cu 20 fete, numit 
icosaedru regulat. x : : 

5) Cazul p = 3, д = 5; atunci m = 30, v —.20, f = 12. Se vede ușor cá centrele 
fetelor unui icosaedru regulat formează virfurile unui poliedru regulat cu 12 fefe, numit 
dodecaedru regulat (fig. VI.27), i 


Fig. VI.26. L Fig. VI.27. 
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Exerciţii 


1. Descompuneţi o prismă pentagonală în tetraedre. ` 
2. Descompuneţi un trunchi de piramidă hexagonală în piramide. 


8. Arătaţi că un cub poate fi descompus prin plane paralele cu feţele lui în trei: 
paralelipipede congruente și două cuburi. 


4*, Într-un poliedru convex se notează cu m numărul muchiilor, cu fg, fa fs +++ nümă- 
rul fetelor triunghiulare, patrulatere, pentagonale,... și cu vg, 04, Vg... numărul virfurilor 
din care pleacă 3, 4, 5,... muchii. Să se arate: ; 


2m = 3f, + Af, + 5f, ce: = 3% + ht, + 50; +. 
b*. Să se arate cá în orice poliedru convex avem 
(m -r 6x 3f x; 2m, 
m + 6 < 3v < 2m. | 
6*. Dacă din fiecare virf al unui poliedru convex pleacă cel puţin patru muchii, 


' atunci poliedrul are fefe triunghiulare. 


7*. Adunind măsurile unghiurilor tuturor fetelor unui poliedru convex, se obţine 
dublul sumei măsurilor unghiurilor unui poligon convex avînd acelaşi număr de virfuri. 


8*, Arătaţi că dacă un punct variază în interiorul unui poliedru regulat, suma dis- 
tanfelor sale la planele feţelor rămîne constantă. . 


9*, Sá se arate cá centrele fetelor [ABCD], [AB B' A'], [CBB'C'] ale unui cub 
[ABCDA'B'C'D'] și punctul A se aflá într-un același plan. Sá se deducă de aici că un 
unghi diedru al octaedrului regulat și cel al tetraedrului regulat sînt suplementare. 


$ 5. Volumul mulțimilor poliedrale 


Problema comparării anumitor mulţimi de puncte din spaţiu, care uneori 
vor fi numite și corpuri, face necesară introducerea noţiunii de volum. Se va : 
defini, deci, o funcţie prin care anumitor corpuri li se atașează un număr real 
pozitiv, numit volumul corpurilor respective. Definirea unei astfel de funcţii 
este analoagă celei de arie. În acest paragraf se va defini funcţia volum pe 
mulțimea (D, ale cărei elemente sînt mulțimile poliedrale din spaţiu. Deoarece 
şi în acest caz se face de fapt o „măsurare“ a acestor mulţimi este necesară 
introducerea unei unităţi. | 

Un cub de latură 1 se numește unitate de volum. O mulţime poliedrală 
care poate fi descompusá în n unităţi de volum va avea volumul n. Pentru — 
mulțimile poliedrale care nu se pot descompune în unităţi de volum, calculul — 
volumului nu se poate face direct şi se va baza pe următoarele două teoreme, 
pe care le vom admite fără demonstraţie. 


Teorema 1. (Teorema de existenţă a func(iei vo- 
lum.) Există o funcţie v: (D — R,, care verifică următoarele proprietăţi: 
(1) dacă tetraedrele. 7, şi Т, sînt congruente, atunci vf 7,) = v( T;); 
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Fig. VI.28. 


(2) dacă P, gi Р, sint mulţimi poliedrale eu interioarele disjunete, atunci 
Р, U Р,) = wP1) + »(P4; 
(3) dacă U este o unitate de volum, atunci v(U) = 1. 


Teorema 2. (Principiul lui Cavalieri. Fie Py si Р, 
donă mulțimi poliedrale și a un plan. Dacă pentru orice plan « || «o, mulfi- 
mile « П P, şi a N Р, au arii egale atunei v(P;) = v(P2) (fig. VI.28). 


Observaţii: | 

1), Din proprietăţile exprimate în teoremele 1 și 2 vom deduce formula pentru calculul 
volumului. unui tetraedru și deoarece orice mulţime poliedrală se descompune în tetraedre, 
va rezultá că funcţia v este determinată în mod unic prin teoremele 1 și 2. De asemenea, 
rezultă că două mulţimi poliedrale congruente au volumele egale. 

2) În condiţia (3) din teorema 1 intervine cubul de latură 1 considerat ca unitate de 


. volum. Acesta este determinat deoarece distanţa 1 este fixată. În practică, există însă dife- 


rite unităţi de măsurare a distanțelor: 1 cm, 1 dm, 1 m etc. și acestora le vor corespunde 
unităţi de volum de dimensiuni corespunzătoare: 1 cms, 1 dm?, 1 m? ete. Se obtin in acest 
fel mai multe funcţii volum si in acest caz, ca si in cazul ariilor, se va indica funcţia res- 
pectivă printr-un indice, de ex: Vem» si în loc de vems(P) = a se va scrie v(P) = a cm?. 

3) În ipoteza teoremei 2 se poate admite si că ambele mulţimi æ П P, și æ N Pa se 
reduc la un segment, la un punct sau la mulțimea vidă („au arie nulă“). 

Teoremele care urmează vor determina modul de calcul al valorilor 
funcţiei volum (sau a volumelor) pentru anumite poliedre. 


Teorema 3. Dacă P este un eub eu latura a atunci v(P) = а?. 


Demonstrația parcurge aceleași etape ^ este analoagă cu aceea а teore- 
mei 2 din Cap. I. $ 3, pentru demonstrarea formulei de calcul a ariei unui 


pătrat. 
Consecinjá. Dacă P = [ABCDA'B'C'D'] este un paralelipiped dreptunghic 


de dimensiuni: AA' = a, AB =b, BC = =, atunci v(P) = a*. 
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Fig. VI.29. 


Demonstraţie. Se construieşte cubul P' de latură a, cu una din baze situate 
în planul (ABCD) și situat în acelaşi semispatiu cu paralelipipedul față de 


acest plan (fig. VI.29). Sectiunile paralelipipedului gi cubului prin plane 


paralele cu planul (ABCD) sint respectiv un dreptunghi şi un pătrat care 
au aceeași arie (egală cu a°). Deci, conform teoremei 2, v( P) = v (P^) = 4% 


Observaţie. w(P) = а? = a-b- z = ДА’. АВ: BC. 


Teorema 4. Fie P o prismă cu aria bazei В si de înălțime 7; atunci 


vol. prismei = B-J | 
Demonstraţie. Se construieşte  paralelipipedul dreptunghic Р’ = 


= [ABCDA'B'C'D'] cu una din baze în planul bazei prismei P, situat în - 


același semispatiu cu P faţă de acest plan (fig. VI.30) şi avind dimensiunile: 
* А ЖУ, Т 
йл к= NA BI BOR т „unde z = В. I; aria bazei lui P’ este egală 


а? g TER 5 a 4 du 
OU irre eu, Secţiunile prismei P si paralelipipedului P’ prin plane 


paralele cu planul bazei au arii egale cu В, deoarece ele sint. suprafeţe 
poligonale congruente respectiv cu baza fiecărei prisme. Din consecinţa 
teoremei 3 rezultă cá :(P') = a? — В. I, iar din teorema 2 rezultă cá 
w(P) = v(P') = B: I. : 


În cazul particular al'unui paralelipiped dreptunghic P de dimensiuni 


а, b, c, v(P)=a:bic. 


& i ; Р А 
Teorema 5. Două piramide triunghiulare cu bazele de arii egale si 
înălțimile egale au volume egale. 


Fig. VI.30. 
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- la fel tetraedrele [CA V B] = [VA BC] şi [CVAA'] = 


= 


p g 


Fig. VL.81. 


Demonstraţie. Fie piramidele Р = [VABC] si P'-—[V'A'B'C'], 
«= (ABC), «' = (A'B'C'), o[ABC]= oe[A'B'C'] — В și d(Y, a) = d(V', а) =. 
În semispatiul limitat de « si care contine punctul V se construiește pira- 
mida P" = [V"A"B"C"] cu baza in planul « si astfel încît Р’ = P" (fig. 


_VI.31). Se va arăta cá pentru piramidele P si Р” sint verificate conditiile 


din teorema 2. Deoarece cele douá piramide au aceeasi ináltime si ariile baze- 
lor egale, rezultá cá aria sectiunii printr-un plan paralel cu baza, la distanta 


I' de virf este aceeaşi in ambele piramide si egală cu В. (eei $ 2, pro- 
prietatea 1). Deci (Р) = v(P”) = w(P'). 


Teorema 6. Volumul unei piramide triunghiulare P = [VABC] de 
álfime /, bază [ABC] şi В = c[ABC] este 
PER Жал! 
| wP)——B:'l 


Demonstraţie. Se completează piramida P la prisma P' = [ABCA'V C'] 
construind А’, C’ în același semispatiu cu V faţă de planul (ABC) si astfel 
încât АА’ || BV || CC', (АА') = (BV) &(CC') (fig. VI.32). Prisma P’ se 
descompune in tetraedrele: [VA BC], [CA'VC'], с! 
[ACVA']. Tetraedrele [УАВС] si [CA'VC'] au baze 
congruente și înălțimi egale, deci au același volum: - 


= [ACY A'] au bazele [AVB] =[VAA'] si deoarece A 
au virful comun C au şi aceeaşi înălțime; deci 


w(P' = B- I = 3u(P) adică v(P) = 5B: Т. 


vonsécinja Volumul piramidei Р = LU 1, 12... ln 


Fig. Ү1.32. 
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Fig. VI.88. 
Demonstraţie. Se construieşte tetraedrul Р’ —[V'ABC] de ináltime 


VA SI s bază triunghiul dreptunghic isoscel (m(A) = 90?) de eatetă 
к = V 28, triunghiul ABC fiind în același plan cu baza piramidei P, iar 
14 în același semispafiu. cu V fatá de planul bazei piramidei (fig. VI.33). 
iramidele P si P' verifică condiţiile teoremei 2, десі v(P) = v( P’) = 
co 4 BO Dl Су 6 е, 
v8 Ps 3 з 
Teorema 7. Volumul trunchiului de piramidă 7—[4,4....4,4,4;.. ‚] 


Ш 


este 


| | 
, (B5 V B-b) | 
| == | 


unde 7 este înălțimea trunchiului de piramidă, iar B — o[A 
b = 04,45... А]. V 


vol. tr. piramidá — 


1442 n4 


Demonstraţie. Fie V virful pira- 
midei P = [VA,A5... An] din care s-a 
obținut trunchiul 7 și piramida Р’ = 
—[VAi45.. А], ж fiind înălţimea 
piramidei P’ (fig. VI.34). Atunci P = 
— TUP'si 


(1) v(T) = wP) — w(P"). 

Dar wP)— = В(Г-+ а), wP)-— 
6 d : š ON £ 2 1 

= ba și 23s] de: unde 
rezultá cá 


ЖЫ Ib +V Bd) ; 
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Înlocuind expresia lui z din formula (2) în formula (1) зе obține: 


WT) = (B: I + Bra а) = S [B I + a(B — b)] = 


-i[Bork10 4 VED) =$ -I(B ++ VB) ' 


În stabilirea formulelor de calcul a volumelor se poate observa o oarecare 
analogie cu ariile, dar se constată totuși cá pentru volume s-a folosit in plus 


şi teorema lui Cavalieri. Se pune in mod firesc întrebarea dacă nu s-ar putea 


renunţa la această teoremă și să se procedeze la fel ca la arii, utilizind nu- 
mai teorema 1 si proprietăţile de descompunere. În cazul plan, trecerea de la 
dreptunghi la triunghi se face simplu, observind că o suprafaţă dreptunghiu- 
lară se descompune în două suprafeţe triunghiulare congruente, pe cînd în 
spaţiu, o prismă triunghiulară dreaptă nu se poate descompune în trei tetra- 
edre congruente. Menţionăm că formulele pentru volumul cubului, para- 
lelipipedulni dreptunghic şi a prismei drepte se pot obţine. fără a utiliza 
teorema lui Cavalieri (aceasta poate constitui un exerciţiu facultativ), însă 
formulele pentru tetraedru și prisma oblică nu. Stabilirea riguroasă a for- 
mulelor respective nu este posibilă cu cunoștințele clasei a X-a, iar utiliza- 
rea teoremei lui Cavalieri are avantajul că permite obținerea cu ușurință 
a acestor formule, precum si a altora care vor fi intilnite în capitolul VII. 


Exerciţii 


1. Baza unui păralelipiped drept este un romb cu latura de lungime a si un unghi 
de măsură 60°. Aria laterală a paralelipipedului este 8a2. Să se afle volumul paralelipipe- 
dului. 

2. Baza unui paralelipiped drept este un paralelogram cu laturile de lungime @ și 
да, iar unghiul ascuţit al paralelogramului are măsura 60°. Să se afle volumul paralelipipe- 
dului ştiind că cea mai lungă diagonală a lui are lungimea 5a. : 

8*, Un plan х, perpendicular pe muchiile prismei P = (4,4, ... AnA41 -` An] inter- 
secteazá suporturile muchiilor in B,, Ba, ..., Bn. Dacă 5 = e[Bi, Bs, ..., Bn] si Z este 
lungimea unei muchii, să se arate cá v(P) = 5 •/. 

4. Într-un paralelipiped două fete laterale au ariile S, si S, si formează un unghi de 
măsură 150°. Să se afle volumul paralelipipedului dacă muchia laterală este de lungime Z. 

5. Se consideră o piramidă patrulaterá regulată cu latura bazei de lungime 10 si 
înălțimea 12..Sá se calculeze: 

a) aria laterală si volumul piramidei; 

b) distanțele de la centrul bazei la muchia laterală, respectiv la fețele laterale ale 
piramidei. 

6. Un trunchi de piramidă patrulateră regulatá are latura bazei mari AB = 3a, 
latura bazei mici A^B/ = a şi muchia laterală AA’ = 2a. Sá se calculeze volumul și aria 
trunchiului. 
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а сылы 


TOM 


7*. Sá se demonstreze că volumul unui tetraedru [ABCD] este a șasea parte din 
volumul unei prisme a cárei bazá este un paralelogram cu laturile congruente si paralele 
cu două muchii opuse (АВ) si (CD) si a cărui înălţime este egală cu cea mai scurtă distanţă 
dintre cele două muchii. | 

8. Se construiește un coș de moară de forma unui trunchi de piramidă patrulateră 
regulată continuată cu o prismă patrulateră avind baza comună cu baza mică a trunchiului 
de piramidă. Se știe că diagonala bazei mari este 180 cm, diagonala bazei mici 72 cm, 
iar înălțimea coșului este 160 cm. Să se calculeze volumul coșului ştiind că raportul dintre 
volumul trunchiului și cel al prismei este 8. 


9. Un tetraedru [VA.BC] are înălţimea A. La distanţele de si i de vîrful V 


se duc plane paralele cu baza tetraedrului obfinindu-se secţiunile A'B'C" respectiv 
A"B"C". Să se determine raportul volumelor trunchiurilor de piramidă [ABCA"B"C"] 
si [A"B"C"A'B'C"]. 
10*. Piramida [VABCD] de înălţime № are ca bază un dreptunghi de laturi AB = 
= a, BC = b, iar piciorul înălţimii este centrul bazei piramidei. Prin BC și mijlocul M 
al muchiei laterale (VA) se duce planul «. Se cere: . 

a) Să se calculeze raportul dintre volumele piramidelor [VH M.N] si [Н АВСД] unde 
(N) = Ур По şi {Н} = ВМ ПСЛ; 

b) măsura unghiului diedru dintre fețele [VAD] si [НАР] în cazul particular 


== E ES e a. 
li*. Un paralelipiped are ca bază dreptunghiul ABCD, iar muchiile [AB], [4р] 


şi [447] au respectiv lungimile a, b, c. Unghiurile A'AB si A'AD sint congruente si au 
măsura z (in radiani). : = 
т Зп 


a) 84 se arate as e(z. t). i 
& 5 


b) Sá se arate cá volumul paralelipipedului este V = abc |/ — cos 22. 

c) Dacă « este măsura unghiului feţei [AB B'A'] cu baza [ABCD] și « e (» zl 
să se arate cá cos « = ctg z. 

12*. O piramidă triunghiulară regulată [SABC] are latura bazei de lungime a si 
fețele laterale triunghiuri dreptunghice in S. 


a) Sá se calculeze volumul piramidei. 
b) Fie D si E mijloacele muchiilor (AS) și (BC). Sá se calculeze DE si măsurile « si В 


ОМ ZR 
ale unghiurilor DEC şi SDE. 


$ 6. Multimi măsurabile în spațiu 


În paragratul precedent s-a definit funcţia volum pentru mulțimi polie- 
drale. Există, însă, si alte mulțimi pentru care se poate defini volumul. Aceste 
mulțimi se vor numi mulțimi măsurabile. _ 

Detiniţie. O mulțime M de puncte din spaţiu se numește mulțime 
măsurabilă dacă există un număr real unic v(M) cu proprietăţile: v(M) este 
egal sau mai mare decit volumul oricărei mulţimi poliedrale inclusă în M și 
este egal sau mai mic decit volumul oricărei mulţimi poliedrale care include 
pe М. În acest caz numărul v(M) se numeşte volumul mulțimii M. 


Este evident că mulțimile poliedrale sint măsurabile. Dacă se notează 
cu M mulţimea mulțimilor măsurabile atunci v : M > R,. Problema de a 
decide dacă o mulţime care nu este poliedrală este sau nu măsurabilă este o 
problemă a cărei rezolvare necesită cunoştinţe superioare de matematică și 
va fi rezolvată în clasa a XII-a. Totuși, în capitolul următor vor fi studiate 
cîteva astfel de mulţimi pentru care se va admite că sint măsurabile.: Noţiu- . 
nile de punct interior al unei mulţimi măsurabile şi de descompunere a unei 
mulţimi măsurabile se introduc ca și în cazul mulțimilor poliedrale. 

Atunci, teoremele 1 şi 2 din paragraful precedent pot fi extinse. 

Teorema 1. (Теогета йе ехізіед ўй а funecfiei volum.) 


Există о funcţie v: M — R}, care are proprietăţile (1) — (3) din. teorema 1, $ 5. 
Teorema 2. (Prineipiul lui Cavalieri) Fie М, M; c M 
şi un plan оо. Dacă pentru orice plan « || xo, mulțimile «ПМ, și «ПМ, au 
arii si acestea sînt egale atunci v(M;) = v( Ma). 
Observaţii 


1). Numărul v(M) se numește volumul mulţimii M. © 

2) Restricţia funcției v la mulţimea Ӯ este funcția volum. definită in paragraful 
precedent. А ч ТҮ" E T 

3) Menţionăm că și in acest caz, în formularea principiului lui Cavalieri considerăm 
că mulţimea vidă şi mulţimea formată dintr-un punct au arie nulă. 

Calculul volumelor mulțimilor care vor fi studiate în capitolul următor va fi făcut pe 
baza acestor teoreme, admitindu-se că acele mulţimi (cilindru, con, corp sferic si părţile 


lor) sint măsurabile. 


ә 


Exerciţii recapitulative 


1. Se consideră piramida patrulaterá [DABCD] cu baza dreptunghi (АВ = а, 
ВС = b) si muchia [OA] perpendiculará pe planul bazei (ОА = A). Se noteazá cu E şi P 
respectiv mijloacele segmentelor [OC], [0D]. Se cere: 

a) aria totală a piramidei; | i : 

b) sá se precizeze ce fel de patrulater este ABEF şi să i se calculeze aria; 

c) volumul piramidei [OA BEF]. Е 

9%, O piramidă are ca bază triunghiul dreptunghic isoscel АВС cu AB = ZI 
şi muchia (54) perpendiculară pe pază, SA = b. Să se calculeze: ? 

а) aria totalá а piramidei; \ * 

b) măsura unghiului diedru format de feţele [SBC] si [ABC] in cazul a—by2; 

c) aria, în funcţie de a si b, a secţiunii determinate în această piramidă de un plan 
ce trece prin A, este perpendicular pe fata [SBC]si o intersectează pe aceasta după o dreaptă 
MN paralelă cu BC. 

8*, Se consideră tetraedrul [SABC] în саге SA = 9а, SB=SC=a 3, 
AB = АС = a, iar unghiul dreptei SA cu planul ABC are măsura 45°. Fie M și N 
respectiv mijloacele muchiilor [SA], [BC] si D proiecția lui $ pe planul (ABC). 

a) Să se arate că BC | MN si BC | SA. 


b) Să se arate cá ABDC este pătrat. | ] ; 
c) Să se calculeze aria laterală a tetraedrului, considerind ca bază triunghiul ABC. 


de 
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4. Se consideră prisma [ABCDA'B'C'D']. Pe dreapta AD se consideră punctul E, 
astfel inci, A e (ED), АЕ = a, iar pe CB se consideră punctul F astfel încit B e (FC), 


iar BF = b. Un plan ce trece prin dreapta ЕЁ intersectează muchiile laterale (АА”), (88), ' 
(CC'), (DD'), respectiv în punctele A,, B,, С,, D,. Să se demonstreze cá A,B,C,D, | 


este un paralelogram şi că MAL Ви с 


а b 


5. О cutie de tablá are forma de paralelipiped dreptunghic [ABCDA'B'C'D'] cu 
dimensiunile a, b, c si este plină cu ulei. Cutia fiind așezată cu baza [ABCD] pe un plan 
orizontal se ridicá de la un capát rotind-o in jurul muchiei [AD] (AD = a) astfel că muchia 
opusá se aflá la distantá т fatá de planul orizontal. Ce cantitate de lichid poate rámine 
în cutie? Discuţie. 


6*. O piramidă patrulateră regulată are muchiile laterale de lungime a. 

a) Notind cu z înălțimea piramidei, să se calculeze volumul acesteia. 

b) Dacă « este măsura unghiului diedru format de două fete laterale alăturate si В 
măsura unghiului pe care muchiile laterale îl formează cu laturile bazei, să se arate că 
cos a + ctg? B = 0. i 

c) Se secţionează piramida cu un plan paralel cu baza. Să se demonstreze că condiția 


„necesară și suficientă ca să existe un punct egal depărtat de cele șase feţe ale trunchiului 


de piramidă format este ca înălțimea trunchiului să fie medie proporţională între laturile 
bazelor. 


7*. Lungimea muchiilor unui cub este a. Să se afle distanţa dintre o diagonală a 
cubului si o diagonală a fefelor laterale cu care nu se intersecteazá. 


8. Se consideră tetraedrul [ABCD], punctele M e (AC) si N e (AD) si se duce 
prin: C paralela la BM care taie pe AB în О si prin D paralela la MW care taie pe AC 
in P. Sá se arate cá volumele tetraedrelor [ABCD] si [AN PQ] sint egale. 


9*. Fie [VABCDEF) o piramidă hexagonală regulată cu muchia bazei de lungime a 
şi înălțimea piramidei VO = a. Pe muchia [VC] se consideră un punct oarecare M. 
Planul (АВМ) intersectează muchiile [VD], [VE] si [VF] respectiv in N, P si Q. Sá 
Se arate cá: 

a) Dreptele AN, ВР, МО si VO sint concurente. 

b) Patrulaterele АВМО si МУРО sint trapeze isoscele. : 

c) Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie al dreptelor AM şi BP cînd М 
descrie muchia [VC]. . ; f 

d) În cazulcind M este mijlocul segmentului [VC]să se afle raportul ariilor supra- 
fetelor [МУРО] si [ABMQ]. 


10. Se consideră cubul [ABCDA' B'C'D'] cu latura de lungime 3a. Se împarte fiecare 
latură a cubului în cite trei segmente congruente. Fie M, N, P punctele de diviziune cele mai 
apropiate de A, aflate respectiv pe muchiile (АВ), (AD), (АА”). Se secţionează cubul 
cu planul (MNP) si se îndepărtează piramida (АМУР). Se procedează la fel cu toate 
celelalte 8 virfuri ale cubului. Se cere: ; 

a) Să se verifice relaţia: f+ v — m + 2 (f, о, m— reprezintă respectiv numărul 
feţelor, virfurilor si muchiilor) poliedrului rămas. з 

b) Să se calculeze aria poliedrului obţinut. 

c) Să se afle măsura unghiului plan corespunzător unghiului diedru format de planul 
(MNP) cu planul bazei cubului. 

d) Sá se determine distanţa de la virful A la planul (MN P). 
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Capitolul VII 


Corpuri rotunde 


După cum s-a arătat în introducerea la Capitolul VI, corpurile geometrica 
sint imagini matematice ale unor corpuri bine cunoscute din spațiul fizic. 
În afară de poliedre, corpurile mărginite de suprafețe plane, există si corpuri 
care, partial sau total, sint mărginite de suprafețe neplane. 

În tehnică pot fi intilnite multe astfel de corpuri ca de exemplu: reci- 
pienti pentru gaze, cazane de presiune, cisterne, containere pentru ciment, 


silozuri de ciment, ventile conice, pahare, abajururi, rulmenti etc., numite 


„corpuri rotunde“. з 
Acordind un rol special intuiţiei spatiale, vom studia in acest capitol 


cilindrul, conul, sfera și părţile lor. 
$- 1. Cilindrul 


Într-un mod analog cu definirea prismei se definește și cilindrul. Să con- 
siderăm două plane paralele « şi «', un disc D = [6(0, R, «)] (notind un pere 
sau un disc din spaţiu, se pune in evidenţă și planul în care se SE in « şi o 
dreaptă d care intersectează planul œ într-un singur punct (fig. VII.1). 
Prin fiecare punct P € D = [0(0, В, «)] 
construim un segment [PP'] paralel 
cu d, unde P' Ea’. Reuniunea С а tutu- 
ror segmentelor [ P P"], astfel încît PP" |а, 
PED gi P'ca, se numeşte cilindru 
circular debaze D $i D'=C По. Distanţa 
dintre planele a și а’ se numeşte înăl- 
țimea cilindrului. 

Proprietatea 1. În orice cilindru 
cele două baze sînt discuri cu aceeași rază. 

Demonstrația este analoagă cu cea 
de la prismă (Cap. VI $ 1, proprie- 
tatea 1). 


Fig. ҮШ. 
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Dacá dreapta d este perpendiculará pe «, 
atunci C se numeste cilindru circular drept. 

Reuniunea tuturor segmentelor [PP'] cu P c 
EC(0, R, о), P'c «' si РР’ d, formează supra- 
fața laterală a cilindrului (fig. VII.2). Mulțimea 
punctelor cilindrului, care nu aparţin nici supra- 
feţei laterale și nici bazelor, se numește interiorul 
cilindrului. Segmentele [PP'] cu PE @(О, R, a) 
sint generatoarele cilindrului, iar raza cercurilor 
de bază, raza cilindrului. În cazul cilindrului 
circular drept, înălțimea este egală cu lungimea 
oricărei generatoare. 

Proprietatea 2. Intersecţia nevidă a unui 
cilindru circular printr-un plan paralel cu bazele 
lui este un disc de aceeași rază cu raza bazei. 


Această proprietate rezultă imediat din pro- 
Fig. VII.2. prietatea 1. 


Corp de rotație şi suprafață de: rotaţie 


Să considerăm un corp care se mişcă în spaţiu, astfel incit fiecare punct 
al său rămine la distanţă constantă de o dreaptă fixă. Exemple: placa de pate- 
fon, roata olarului, roata tocilarului etc. Mișcările de acest fel se numesc miş- 
cări de rotaţie. Fiecare punct al corpului descrie un сеге situat într-un plan 
perpendicular pe o dreaptă fixă d numită axă de rotaţie, avind centrul situat 
pe d. Mișcările de rotaţie ne conduc la următoarele consideraţii geometrice: 

Să considerăm o dreaptă fixă d şi un punct oarecare P din spaţiu. Notăm 
cu P* proiecția lui P pe d și cu «p planul perpendicular pe d, care trece prin P. 
Dacă $ este o suprafaţă (о suprafaţă poligonală simplă, disc etc.) situată în 

: acelasi plan cu d, care nu are nici un punct inte- 
rior pe d, atunci reuniunea tuturor cercurilor Cp — 
= €(P*, P*P, ap) cu P Є S, se numeşte corp de 
rotație (fig. VIL3). Dacă L este o curbă (linie 
poligonală, arc de cerc etc.) situată în același plan 
cu d, reuniunea cercurilor Cp cu P Є Г, se nu- 
meste suprafaţă de rotaţie. 

Cilindrul circular drept îl putem defini şi ca 
fiind corpul care se obţine prin rotația unei supra- 
fețe dreptunghiulare în jurul suportului unei laturi. 
Atunci suprafaţa lui laterală este generată prin 
rotația unui segment [AB] in jurul unei drepte d, 
paralel cu el (fig. VII.4 si VII.5). Dreapta d se 
numește аха cilindrului circular drept (sau de 
rotaţie). Orice plan dus prin axa lui este un plan de 


Fig. VII.G. 


Fig. ҮП.4. Fig. ҮП. 


simetrie pentru cilindrul circular drept, iar secțiunea unui cilindru printr-un 
asemenea plan se numeşte secțiune axial (fig. VII.6). 


Ärla laterală si totală a unui cilindru de rotație 


Fiind dat un cilindru de rotaţie C se numește prismă înscrisă în acest 
cilindru o prismă ale cărei baze sint poligoane înscrise în cercurile de bază ale 
lui C si avind muchiile laterale generatoare ale cilindrului (fig. VII.7). Ariile 
laterale ale tuturor acestor prisme aproximează prin lipsă un număr unic, 
numit aria laterală a cilindrului şi notat cu с(С). o,(C) este cel mai mic dintre 
numerele mai mari decit ariile laterale ale prismelor înscrise în C. 

La aria laterală a unui cilindru de rotaţie cu raza „В si lungimea genera- 
toarei G, pulein ajunge intuitiv astfel: dacă tăiem suprafaţa laterală a cilin- 
drului de-a lungul unei generatoare [А В] și o agternem pe un plan, spunem cá 
desfügurám suprafața cilindrului pe plan, suprafaţa cilindrică luind forma 
unui dreptunghi AA'B'B (fig. VII.8), a cărui arie este aria laterală a cilindru- 


_ . Tui. Se constată că AA” este egal cu lungimea cercului de bază a cilindrului, 


deci ДА’ = 2r R. Aşadar, aria laterală a cilindrului se exprimă prin с(С) = 
= AA'* AB ='2rRG. Astfel am obţinut pe cale intuitivă (demonstraţia 
completă se omite): 


Fig. VII.7. Fig. VII.8. 
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8 — Geometrie si trigonometrie, cl. a X-a 


| 
i 
i 
М 
^ 
f 


= 


= 27 RG + 27 R?, de unde 


Fig. VII.9. 


Fig. ҮП.10. 


Aria laterală a cilindrului de rotaţie se calculează cu formula: 


aria lat. cil. = 2r RG 


unde R este raza, iar G generatoarea cilindrului. 

Aria totală a cilindrului de rotaţie C, notată cu c,(C), este suma dintre 
aria sa laterală şi ariile celor două baze. 

Cum cele două baze sint congruente, ariile lor vor fi ee Deci i dr = 


aria totală cil. = 27 R(R + С) 


Volumul cilindrului circular 


Volumul unui cilindru circular este dat de formula : 


| vol. cil. = п А? · I 


unde R este raza, iar І índljimea cilindrului. 

Pentru a demonstra aceastá formulá, sá considerám o prismá cu bazele 
în aceleași plane cu bazele cilindrului, avind aria bazei В egală cu aria bazei 
cilindrului, adică B = п R? şi înălțimea prismei este egală cu Т (fig. VII.9). 
Aplicînd principiul lui Cavalieri, cilindrul şi prisma au același volum, adică 
(С) = (Р) = B-I —nR*- I. 

Aplicaţii 

1) Sá ве afle aria laterală şi volumul cilindrului C circumscris unei prisme 
triunghiulare regulate care are latura bazei egală cu a și muchia laterală b. 


Rezolvare. Fie prisma [ABCA'B'C'] înscrisă 1n cilindrul de rotaţie 
(fig. VII.10). Avem С = Iprismei = b şi AB=R|/3, de unde E 


в = KE; deoi (C) = 22.23 Lp ФИЗ V. qo) cgi. pu t și 
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Exerciţii 


1. Secţiunea axială a unui cilindru este un pătrat de arie а. Să se afle volumul cilin- 


г 


drului. 
2. Înălţimea unui cilindru circular drept este de 8, iar raza 5. La ce distanță де | аха 
cilindrului trebuie dus un plan paralel cu ea, astfel incit secţiunea obținută să fie un pătrat? 
8. Secţiunea axială a unui cilindru de rotaţie este o suprafață pătratică cu diagonala 


egală cu 4. Să se afle aria totală și volumul cilindrului. 


4. Într-un cilindru circular drept cu raza 7 și înălțimea 2 este înscris un pătrat oblic 
faţă de axa cilindrului, astfel încît două virfuri ale sale sint pe cercul unei baze, iar celelalte 
două pe cercul celeilalte baze. Să se afle: a) latura pătratului, b) aria laterală a cilindrului. 

5. Un cilindru circular drept are raza bazei a şi înălţimea egală cu lungimea cercului 
de bază. Să se afle aria totală și volumul cilindrului. 

6. Ária-totalá a unui cilindru de rotaţie este de 90 т, iar înălțimea de 4. Sá se calculeze 
volumul prismei hexagonale regulate înscrise în cilindru. 

7. Să se arate că oricare ar fi cilindrul de rotaţie, raportul dintre aria laterală a 

2T. 


3V3 


cilindrului si aria lateralá a prismei triunghiulare regulate inscrise in cilindru este 


iar raportul volumelor este cud 
n À 3/3 


8. Să se calculeze aria totală și volumul cilindrului circular drept circumscris unui 


cub cu muchia a. 
9. Aria laterală a unui cilindru circular drept este egală cu suma ariilor bazelor. 


Ştiind că volumul cilindrului este 1 000 т, să se calculeze raza și generatoarea cilindrului. 

10. Aria laterală a unui cilindru de rotaţie este 160 v, iar volumul 640 x. Să se calcu- 
leze aria secţiunii axiale. 

11. Dintr-o piesă de oţel auia forma unei prisme patrulatere regulate drepte cu 
latura bazei de 10 cm si înălțimea de 12 cm se strunjeste o piesă cilindrică cu minimum 
de material pierdut. Sá se afle aria laterală si volumul piesei obţinute. 

12. Să se afle masa unei ţevi de plumb lungă de 5 m, cu grosimea de 4 cm și dia- 
metrul interior de 3 cm, densitatea plumbului fiind de 11,3. 

18. Dintr-un trunchi de arbore lung de 6 m, de formă cilindrică avind lungimea 
cercului de bază 125,6 em, se ciopleste o grindă cu secţiunea pătrată. Sá se calculeze masa 
acestei grinzi, ştiind că densitatea lemnului este 0,8. 


e 


Fie discul D = [G(0, Р, «)] într-un 
plan « gi fie V un punct care nu apar- 
ţine lui х. Se numeşte con circular си 
baza D şi virf V reuniunea tuturor seg- 
mentelor [ V P], unde Pe D (fig. VII.11). 
Segmentul [VA], unde A =- pr, V se 
numește înălțimea conului. Fără pericol 
de confuzie, numărul 7 = VA poate fi 
numit de asemenea înălțimea conului. 

Reuniunea tuturor segmentelor 
[VP] pentru саге P c @(О, R, a) for- 


Fig: VILA, 
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Fig. VII.12. 


Fig. VII.13. 


meazá suprafata lateralá a conului. Orice segment [VP] cu P 
t ului, € (0, R 
numește generatoare a conului. Mulțimea punctelor conului care а Ae 
nici NAI laterale si nici bazei se numeste interiorul conului. 
punem cá un con circular este drept dacá proiectia lui i i 
este rius discului O (fig. VII.12). e IES pe Re planul ишы 
nir-un con circular drept generatoarele sînt congruente. Într-adevăr, dacă 
[VA] si [VB] sint două generatoare, triunghiurile d tunghi VOA si VOB 
sint congruente (fig. VII. 12). | : be Aga. i 
Dacă notăm cu R raza bazei unui con circular drept, i T înălţi 
și G generatoarea sa, atunci există relația: оли R 
6? = В? 4. 1° 
dedusá din triunghiul VOA dreptunghic în О (fig. 11.12). 
Tinind cont de definițiile date corpului de rotatie si su i i 
|f pului și suprafeţei de rotaţie 
în $ 1, conul circular drept il putem defini si ca fiind corpul care i obtine MU 
rotația unei suprafețe triunghiulare dreptunghice în jurul suportului unei 
catete d (fig. VII.13). Atunci ipotenuza descrie suprafața laterală a conului. 


Secţiuni transversale prin conuri 


Să considerăm un con circular C, cu baza discul [2(0, R, «)] şi înălțimea 
VA = şi un plan В paralel cu а, de aceeași parte a lui a ca si V si la dis- 


tanta h < I dela planul о. Intersecţia СП В se numește secțiune transversală 


prin con la înălțimea h (fig. VII.14). Intersecţia СП(ВУ se numeşte 

Ц | : t conul 
Tues prin secționarea lui С cu planul В. Vom demonstra că acesta m un con 
circular. ‹ 


Proprietatea 1. Sec(iunca transversald prin conul eire 
listanja h de ^ da Ый к di Mgr nd 7 Sata Drin onult circular ( la 
(1) R' = - H, unde / ] h е 
4 Demonstraţie. Baza conului C fiind discul D = [@(О, R, о)], asociind fie- 
cărui punct М Є D punctul (M') = VMNB, se obține o bijectie g.: D > р’, 
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| sectionare şi $ si $' ariile lor. Avem: 


unde D’ = Cf (fig. VII.14). 
Trebuie să arătăm cá D’ este 
tot un disc. Ca şi în cazul 
piramidei, aplicația д. este 
asemănare, deoarece planul 
(VOM) taie planele paralele 
a, B după două drepte para- 
lele, deci OM || O'M' si analog 
OA | O'A'. Prin urmare, 
AVOM ~ AVO' M' şi AVOA ~. 
^ AVO'A'. Rezultă că: 


O'M’ ^n 
Goa vo уд’ 


deci 


Fig. VII.14, 


(8) 'м' = =. OM. 
Este evident cá o asemănare aplică un disc într-un disc, deci D' este un disc 
de rază В. 

Tir 

Aplicaţii, dt 

1. Raportul dintre aria bazei unui con circular gi aria secțiunii transversale 
prin con la distanţa h de la planul bazei, este egal cu pătratul raportului dintre 
înălțimea conului dat şi înălțimea conului format prin secjionare. 

Rezolvare:. vom folosi datele și notaţiile de la demonstrația precedentă 


(fig. VII.14). NR 
Fie R si R' respectiv razele bazelor conului dat și a conului format prin 


H 


| (4) $1 
ў TR 
Dar din relația (2) avem: 
(БУЛОМ vA. I 

m OM ы VAS OE 
Înlocuind in relaţia (4) obţinem: 

s үтү 

s -(z) | ; 


E í 
ceea ce trebuia demonstrat. 


2. Prin secjionarea unui con circular drept cu un. plan paralel cu planul 
bazei se formează un con avind, îndițimea, generatoarea şi raza bazei ргорогјіо- 
nale cu înălțimea, generatoarea şi raza bazei conului dat (fig. V11.15). 

Demonstrația se lasă ca exercițiu. 
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|| 


8'--О%в'җ д! 
/ ‚ 


Fig. ҮП.15. Fig. ҮП.16, 


Fig. УП.17. 


nului circular drept 


Fiind dat un con circular drept C se numește piramidă înscrisă în acest 
con, piramida a cărei bază este un poligon înscris în cercul de bază a lui C 
51 al cărei vîrf coincide cu virful conului (fig. VII.16). Muchiile laterale ale 
piramidei înscrise în conul circular drept sint generatoare ale conului, iar 
înălțimea piramidei este înălțimea conului. Ariile laterale ale tuturor acestor 
piramide aproxitneazá prin lipsă un număr unic, numit aria laterală a conului 
şi notat cu oC). с1(С) este cel mai mic dintre numerele mai mari decit ariile 
laterale ale piramidelor înscrise în C. 

La aria laterală a unui con circular drept C de rază R şi generatoare G 
putem ajunge tot pe cale intuitivă astfel: dacă tăiem suprafața laterală a 
conului circular drept după o generatoare [VA] şi o agternem pe un plan a, 
spunem cá desfășurăm suprafaţa laterală a conului pe plan, aceasta luînd 


ud 
forma unui sector de cerc determinat de arcul АА” al cercului €(V, G, о), 


unde Il, = 2х (fig. VII.17). Aria laterală a conului fiind egală cu aria 


sectorului de cerc, obținem: o,(C) = 298: G. Cu ajutorul intuitiei am 


ajuns la următorul rezultat (a cărui demonstrație se omite): 
Aria 1аїега1@ a conului circular drept se calculează cu formula: 


| aria lat. con = x RG | 


unde R este raza, iar G generatoarea conului. 
Aria totală a conului circular drept este suma dintre aria sa laterală și 
aria bazei. Deci 
с(С) = в(С) + сь = x RG + x RP? 
de unde 


| m tot. con Zx RIR + 6) | 
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Fig. VII.18. 


Volumul conului circulat 


Fie C un con circular (nu neapărat drept) cu aria bazei х Е? şi înălțimea I. 
Volumul unui con circular este dat de formula: 


Pentru a demonstra această formulă să considerăm o piramidă P cu baza 
în același plan « cu baza conului, avind aria bazei egală cu aria bazei conului și 
aceeaşi înălțime (fig. VII.18). Aplicind principiul lui Cavalieri, obţinem că 
piramida și conul au același volum, adică 


(С) = v(P) == «(mR -I = Ta, 


Aplicații. 

1. Într-un con echilateral C este înscrisă o piramidă patrulateră regu- 
lată P. Care este raportul ariilor laterale ale conului si piramidei? 

Rezolvare. Conul echilateral are secțiunea axialá un triunghi echilateral. 


Deci VA = CV = AC = G (fig. УП.19). Atunci R = 2. Deci (С) = 


= nRG =т- *с(Р) = “Шш. unde M este mijlocul lui (АВ). 
Aplieind teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic VAM, obţinem: 


Deci 


gi 


119 


Exerciţii А 

1. Un con circular drept cu raza bazei R si înălţimea h este intersectat cu un plan 
paralel cu baza. La ce distanţă de virf trebuie dus planul astfel încît aria secţiunii să fie 
egală cu jumătatea ariei bazei? 

9. Un con circular drept are generatoarea de lungime 13 si raza bazei 5. Să se calcu- 
leze aria secţiunii duse prin virful conului, care determină pe bază o coardă egală cu latura 
unui hexagon regulat înscris în cercul bazei. 

8. Secţiunea axială a unui con de rotaţie este un triunghi dreptunghic isoscel a cărui 
arie este 9. Să se afle aria totală și volumul conului. 

4. Aria bazei unui con de rotaţie este egală cu 367, iar aria totală cu 967. Să se afle 
volumul conului. 


Б. Aria laterală a unui con de rotaţie este 320%, iar raza conului este = din gene- 


ratoare. Să se calculeze volumul conului. 

6. Înălţimea unui con de rotaţie este egală cu 15, iar suma dintre generatoare şi rază 
este 25. Să se calculeze aria laterală și volumul conului. 

7. Să se calculeze volumul conului înscris într-un tetraedru regulat de muchie a. 

8. Un cort сопіс are înălţimea de 3 m si diametrul bazei de 8 m. Ciţi metri pătraţi, 
de pinzá au fost folosiți pentru confecţionarea cortului? 

9. Într-un con circular drept se dă raza bazei В si înălțimea h. Să se determine mu- 
chia cubului înscris în con. A 

10. Într-un con circular drept cu raza А si înălțimea ^ se înscrie o prismă triunghiu- 


lară regulată ale cărei fete laterale sint pătrate. Sá se determine muchia laterală a prismei. 


11. Să se айе vclamul și aria corpului obţinut prin rotația unei suprafețe triunghiu- 
lare isoscele [ABC] în jurul lui AB, ştiind că AB = AC = 25 si ВС = 30. 


12. Dintr-o piesă de oţel avînd forma unei piramide regulate cu baza un pătrat de 
latură 10 cm şi înălțimea 12 ст, se strunjeşte o piesă conică cu minimum de material pierdut. 
Să se afle aria laterală si volumul piesei obţinute. 


Trunchiul de con se definește în mod asemănător cu trunchiul dépiramidá. 
Fie C un con circular avind virful V si baza discul [G(O, R, «)]. Considerăm un 
plan «' paralel cu planul bazei « de aceeași parte a lui « ca şi V, care determină 
în conul C o secţiune transversală si un nou con С' avînd virful V si baza discul 
[@(О', r, «')]. Corpul obţinut prin înlăturarea din conul Ca conului C’, fără 
bază, se numeşte trunchi de con. Deci mulţimea Т = (С — С')0[@(О', r, «')] 
este trunchi de con (fig. VIT.20). Discurile [2(0, R, «)] și [C(0', r, a')] se numesc 
bazele trunchiului, de con. | 

Dacă planul о taie generatoarea [V M] a conului C in punctul M’ seg- 


mentul [MM] se numeşte generatoare a trunchiului de con T. Segmentele \ 


[A44'], [BB] sint generatoare ale lui T (fig. VII.20). Partea din suprafața 
laterală a conului C cuprinsă între planele х gi о’ este suprafața laterală а 
irunchiului de con. 
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Fig. VII.20. Fig. ҮШ.21. 
Înălțimea У a trunchiului de con este distanța dintre planele « și «' și 
"d TEM cu diferenţa dintre înălțimile / gi 7 ale conurilor C şi C", deci 
=I- Г. 
Un trunchi de con circular este drept dacă el rezultă dintr-un con circul 
drept (tig. VII.21). UA 


Exercitii 


1. Atătaţi cá un trunchi de con circular este drept d i i d: 

í ; pt dacă si numai dacă dreapt 
unește centrele bazelor este perpendiculară pe planele cea pol се 
М Yi se е că într-un trunchi de con circular drept, avind centrele bazelor О, О”, 

ac ^] este o generatoare, atunci patrulaterul OAA'0' este trapez dreptunghic 
bazele [OA], [O^A'] si cu înălțimea [007] (fig. VII.21). d E с 
8. Într-un trunchi de con circular drept, generatoarele sint congruente. 


Trunchiul de con circular drept 'este un corp de 
rotaţie. Orice trunchi de con circular drept se obţine 
prin rotația unei suprafeţe trapezoidale dreptunghice 
[OM M'O'] in jurul suportului d a laturii perpendiculare 
pe baze (fig. VII.22). Dreapta d = 00' se numeşte 
aza de rotaţie a trunchiului de con. Suprafaţa laterală 
a trunchiului de con se obține prin rotația lui [.M M'] 
în jurul lui d. 

Să considerăm trunchiul de con T = (C — С) U 
U[G(O', r, «')]. Ariile laterale ale tuturor trunchiuri- 
lor de piramidă înscrise in T aproximeazá prin lipsă 
un număr unic, numit aria laterală a trunchiului de con 
şi notat cu o,(7). o,(T) este cel mai mic dintre nume- 
rele mai mari decit ariile laterale ale trunchiurilor de 
piramidă înscrise în 7. 


Fig. VII.22. 
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Folosind notatiile din figura VII.21 se observă cá aria laterală a trunchiu- 
lui dé con este egală cu diferenţa ariilor laterale a conurilor C si C, avind 
aceeași axă de rotaţie VO şi același virf V. Deci o;(T) = cu(C) — (С). 


Fie л = I — Г înălţimea trunchiului de con. Folosind aceeaşi aplicaţie 
2. $2 putem scrie că 


Cum в(С) = xRG si o(C') = ттб', unde prin R, r am notat razele: 2 =Z% its p ue 
bazelor, iar prin G, G' respectiv generatoarele conurilor C şi С”, rezultă "n Pony woe xf 
e unde 
(4) с(Т) = x RG — «rG' = п(ВС — rG'). (5) | dag în Be, 
Conform aplicaţiei 2 din $ 2 putem scrie: R—r 
LE Analog obtinem 
L ж | (6) a i 
Notind cu g generatoarea trunchiului de con T, g = G — G', obținem: аід 
Ёё x d pi i ; Înlocuind pe 7 si J’ din relaţiile (5) și (6) în relaţia (4) obţinem: 
R-P G-G к а ren EHE 
de unde rezultá 
Р | Am demonstrat: 
` (2) G = E . Volumul unui trunchi de con.circular este dat de formula: 
Analog se deduce cá | f | (7) КО соп = (А? + 72 + Rr) 
| в) ка Es o : 
4 Д Ест - _ | unde R,r $i h sînt respectiv razele bazelor şi înălțimea trunchiului de con. 


Demonstrati formula volumului trunchiului de con folosind formula 


Înlocuind pe G si G' din relațiile (2), respectiv (3) în relația (1) obținem: 
volumului pentru trunchiul de piramidă gi principiul lui Cavalieri! 


| = ГЫЛ үг. с арту , 

| | ; сушп P DER ] GLA us Netlog |: Аріеајіе. 

|| Deci | 1. Sá se demonstreze că volumul trunchiului de con se calculează şi prin 
1 Aria lateralá а trunchiului de con circular drept se calculeazá cu formula: „ formula 

К | h * 

| 8) AT) =T (R xr arb) = (B +b + 45), 


| aria lat. tr. con = nzg(R + r) | 

| j Km | | unde rm Sn reprezintă А ЖЫГЫ în la distanja A 
unde R, r, g sînt respectiv razele bazelor trunchiului de con şi generatoarea sa. | Er mons ias ан енеру arin Жели iT Лаваца 2 y 

Aria totalá a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria sa baza mare (fig. VIT.23). 

| laterală şi ariile celor două baze. | Rezolvare. Deoarece (2г„)® = (R+r)? = R*-Lr*--2Rr, 

| Deci 

D ВР " | avem Аг = 1 (4r2, — R? — r°); inlocuind in formula (7) 

| aria totală tr. con = xg(R + r) + TR? + nr’ | 


"| se obţine formula (8). 


Tinind cont că C = T U С’, volumul trunchiului de con oarecare îl putem 


j 
Д а făcînd diferenţa volumelor celor două conuri С, C’, deci — d 
^ xercitii 
E . 2 27’ 
1 (4) (Т) = 289 LRR. Ir D, | | 
li 8 3 4. Aria laterală a unui trunchi de con circular drept este t 
(N n ; , egală cu 2257, t 25, i i | 
unde J, I! sint înălțimile conurilor C, С”. Pon tem dut. 5, iar înălțimea 24. Să se calculeze Br vitis 


| 
| 
| | 122 | 123 | 


——— MÀ 


rut a 


I 
и 
! 


5, Un trunchi de con circular drept аге razele bazelor 9 și 15, iar generatoarea 10. 
Să se afle aria laterală și volumul conului din care provine trunchiul de con. 


6. Într-un trunchi de con circular drept, raportul ariilor bazelor este egal cu 4. Gene- 
ratoarea are lungimea egală cu a si este înclinată faţă de planul bazei cu un unghi de 45°, 
Să se calculeze volumul trunchiului de con. 


7. Un trunchi de con circular drept are înălțimea egală cu 10, iar razele bazelor 8 și 
18. La ce distanţă de baza mică trebuie făcută o secţiune printr-un plan paralel cu bazele 
astfel încît secţiunea. făcută să aibă aria media proporţională între ariile bazelor? 


8, Într-un con de rotaţie cu raza R = 5 şi înălţimea / = 12 se face o secţiune para- 
lelă cu baza avind aria egală cu %т. Să se calculeze aria laterală și volumul trunchiului 
de con format. · 


9. Razele bazelor unui trunchi de con sînt В şi r; generatoarea formează cu planul 
bazei mari un unghi de 25°. Să se afle aria laterală și volumul trunchiului de соп. 


10. Se dă un hexagon regulat cu latura 4. Să ss eadculeze aria și volumul corpului 
rezultat prin rotirea suprafeţei hexagonale în jurul axei de simetrie ce trece prin mijlocul 
unei laturi. 


11. O suprafață trapezoidală dreptunghicá ABCD (BC | AB) se rotește în jurul 


unei axe paralele cu BC, la distanța 3 de la BC, axa fiind în afara trapezului. Dacă 
AB = 5, AD = 5 şi CD = 2, să se айе aria și volumul corpului de rotaţie. ; 


8 4. Sfera 


În capitolul IV $ 4 am definit sfera 
| 80, = (MIOM =r} >) 
interiorul, sferei | 
| Int 4(0, r) = (M |OM < r} 
şi corpul sferic 
[4(0, r)] = 4(0, r) U Int 8(0,r) = (M|OM < г). 
Se definește gi exteriorul unei sfere și anume: 


Ext $(0, r) = (Q10Q >r} 


vom înţelege atit segmentul [ОМ] cit și numărul 
OM =r (fig. УП.24). Dacă Р şi Q sint două 


centrul sferei se numeşte diametru. Evident cá lun- 


Fig. ҮП.24, gimea fiecărui diametru este egală cu 2r. 


A 
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Dacă МЄ $(0, r), atunci prin reza sferei | 


puncte pe sfera &(0, r), atunci segmentul [PQ] se 
numeşte coardă a sferei. O coardă care contine 


Fig. VII.25. 


Fig. VIL.26. 


Poziţiile unui plan față de o sferă 


Teorema 1. Fie $(O, г) o sferă şi « un plan, M —pr,O si h—d(0, a) —0 M. 

a) Dacă Л atunci planul о și sfera (О, г) nu au puncte comune 

b) Dacă л atunci planul о si sfera (0, r) au exact un punet comun 

c) Dacă 0 h г, atunci planul о si sfera .$(O, r) au în comun un eer 

d) Dacă Л 0, adică О х, atunci planul х intersectează sfera după i 
cerc de rază numit cerc mare al sferei 


Demonstrație. a) Fie h >r; pentru orice punct Р сох avem: 

OP > d(0, M) >r, deci P є Ext 8(0, г) (fig. VII.25) si 
0, r Па = ø. 

b) Fie л = г, atunci M c 4(0, г). Dacă P со, P 7 M, atunci in tri- 
unghiul dreptunghic ОМР(ОМ 1 MP) (fig. УП.26) avem: OP >0M =r 
şi deci P € Ext (О, г). Aşadar $(0, г) По = (M). 

с) Fieh <r; notăm а = Мт — &. Dacă Рєе(М, а, a), atunci ОР = 
= м + а = hk F r= k =r, deci PES(0, r). Așadar, toate punctele 
cercului @( M, a, «) aparțin intersecţiei (0, r)Na (fig. VII.27). Fie acum 0 
un punct comun planului « și sferei $(0,r). Atunci avem 00 = г şi МО = 
= |/0Q* — OM? = үт? — № = a, deci QE@C(M, а, «). Așadar $(0, r) Па = 
= @(М, a, a). Cercul €(M, a, о) 
se numeşte secțiunea făcută de plan 
în sfera S(0, т). 

d) Dacă h = d(0, a) —0 atunci 
M = 0, deci Оєх, si planul « inter- 
sectează sfera după un cerc al cărui 
centru este centrul sferei О şi a 
cărui rază este, deci, raza sferei 
(fig. VII.28). 

Un plan « se numeşte respectiv 
secant, tangent sau exterior sferei 


Fig. VIL27, 
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'eomune (dreapta a este ѕесапій 


Fig. VIL.28, Fig. VIL.29. 


după cum pianul « intersectează sfera într-un сего, într-un singur punct 
sau în nici un punct. 
Din demonstraţia punctului b) a teoremei 1 rezultă că: 


Observaţie. Orice plan tangent la o sferă este perpendicular pe rază în punctul de 
tangenţă. 


Poziţiile unei drepte față de o sferă 


Teorema 9. Fiind date sfera $/O, г) gi dreapta a, se notează 
М = pr,O şi h —Jd(O, а) = 
1 atunci dreapta punete comune 
Loara 
atunci dreapta а tera O. г) ot un punet comun 
(dreapta a este К ngentă sferei) 
г atunci dro i si sfera St A ) 1 exact: dou puncte 


c) Dacá 0 


) 
)- 


Demonstraţie. Intersecţia planului (Oa) cu sfera «(0, г) fiind un cerc de 
rază г, teorema 2 revine la teorema analoagă învățată la сего (manual cl. a IX-a 
„Poziţia unei drepte faţă de un cerc“) (fig. VII.29). Din teorema 2 rezultă 
că dreapta a este tangentă la sfera (0, г) dacă si numai dacă d(O, a) — r. 
Punctul comun tangentei și sferei se numeşte punct de tangenţă sau punct de 
contact. Din teorema 2 rezultă de asemenea: | 

Observație. Fiecare tangentă la sferă este perpendiculară pe raza dusă în punctul de 
tangenţă М, deci aceste tangente sint incluse în planul tangent tn. punctul M (fig. VII.26). 

Corpul sferic îl putem defini şi prin rotația unui semidisc in jurul diame- 
trului саге îl mărginește, iar sfera se obține prin rotația unui semicerc. 


Exerciţii 


1. Să se arate că un corp sferic este o mulţime convexă, iar exteriorul unei sfere nu 
este o mulțime convexă. Р 


9. Să se arate cá simetricul oricărui punct al sferei (0, r) față de centrul O aparține 


de asemenea sferei (0, г). 
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3. Să se arate că suportul oricărui diametru al sferei este axă de simetrie a sferei. 

| 4. Dacá două cercuri din spaţiu neașezate în același plan au două puncte comune 
există o sferă și numai una care conţine cele două cercuri. 

5. Prin două puncte distincte de pe sferă, care nu sint 'coliniare cu centrul sferei 

trece un singur cerc mare al sferei. а 


Calota si zona sfericá 


Să considerăm sfera $(O, г) si un plan о пат la distanţa k del trul 
(k < г). Atunci «N (О, r) este un сеге de centru М = ША, gi se es 
notăm prin $' si S" semispatiile închise limitate de planul a. ` 

Intersecţiile (О, r)N S’ si &(O, г) 0.5" se numesc calote sferice. Cercul 
e(M, г, о) este baza calotelor (fig. VII.30). Notind cu [P,P,] eam а 
perpendicular pe «, distanțele MP, = г — Е, МР, = г + Е sint înălțimile 
calotelor. Dacă О Є «, cele două calote se numesc semisfere. 


Fie о, В două plane paralele care intersectează sfera (0, г) după cercu- ` 


rile €(M,, гу, о) $i €(Ms, Ta, 6). Mulțimea &(О, г) N[a M, NIBM, (porțiunea di 
sferă cuprinsă între planele а si B) ве numeste zond E) Уліс id be > M в) 
si (М, rs, B) si înălțime h = М.М, (fig. VILS4) ^ ep e MEM 


Observaţii. a) Calota si zona sferică sînt de asemenea suprafefe de rotaţie. Rotind un 
. -> H . . * 
arc mic de cerc AB în jurul suportului d al unui diametru, se obţine o calotă sferică, dacă 
A ed si o zonă sferică, dacă AÈ nd = D (fig. VIL32 si VII.33). 


-o 


Fig. ҮШ.80. 


Fig. ҮП.32. Fig. ҮП.88, 


127 


b) Calota sferică poate fi considerată ca un caz particular de zonă sferică (una din 
baze se reduce la un punct). 


ilotei sferice. Aria sferei 


Să considerăm o zonă a sferei (0, r) si un trunchi de con circular drept Т înscris ~ 


în zonă (bazele trunchiului de con sint bazele zonei) (fig. VII.34). Secţionînd sfera сц un 
plan х ce trece prin cele două centre M si N ale bazelor trunchiului de con, deci si prin 
punctul О, se obţine un cerc cu centrul in O; fie [AB] o generatoare a trunchiului de 
con în planul «. Atunci ? 


(1) t о(Т)=т, АВ, (AM + BN). 
P şi Q fiind mijloacele laturilor [AB] si [MN] ale trapezului dreptunghic A.B M, rezultă că 
(2) 2 AM + BN = 2° РО. 
înlocuind relaţia (1) obţinem: 
(3) oT) = 2тх. AB - PQ. 
Fie С = prgyA. Din asemănarea triunghiurilor ABC si РОО rezultă că: 
| АВ АС 
ORP ОРО: 
de unde 


AB: PQ = OP - AC. 

Cum AC = MN, rezultă că АВ. РО = ОР· MN. Înlocuind aceasta în relaţia (3) 
obţinem: 

(4) i \ с(Т) = 2x: OP * MN. 

Să considerăm acum sfera S(O, r) si zona sferică Z de înălţime А = MN, cu bazele 
cercurile (M, AM, a) si C(N, BN, B). Zona Z intersectează un cerc mare al sferei S(O, r), 

~ EN, 5 1 

situat într-un plan perpendicular pe а, in arcele AB şi A'B’ (fig. VII. 35). Împărțim 
arcul AJ în arcele congruente А А, А,А,, +++ An-4 B și ducem prin punctele Ay, 45, ..., Ап-1 
plane paralele cu &, care taie segmentul (MN) în punctele M,, Ma, ..., Mn- si împart zona Z 
în zonele Z,, Za, .., Zn de înălțimi MM, MM» ..., MnaB. Înscriem în aceste zone 
trunchiurile de соп 7,, Ta, ..., Tn; reuniunea Sn a suprafeţelor laterale ale lui Т,, Tn 
aproximeazá zona Z. Vom arăta cá ariile o(S5), n = 1, 2, 3,..., aproximeazá prin lipsă 
un număr unic, numit aria zonei sferice și notat cu o(Z). 


"An 


Fig, VII.84. Fig, VIL85, 
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peer 


| h = 2r. Deci 


Notind cu Pr mijlocul lui [Ак_уАв] și folosind formula (4), aria laterală a lui T 
se scrie o(T4) = 2r*OP&* My ,My (Mo = М, Mn = B). Suma tuturor acestor arii 
laterale este aria lui Sņ: 

n n 
o(5n) = Уу (7) = 2x $5 OPx* М.М. 
k=l k-1 
P ESSERE , 
Deoarece arcele Ap_„An sint congruente, coardele (Arr) şi de asemenea segmentele 
(ОР) sint congruente între ele. Așadar 


n 
(5) с(5п) = 2n*OP,* УУ М.М = 2т-ОР,+ MN. 
В=| 


Dacă n crește, distanța OP, aproximeazá prin lipsă raza r a sferei c5(0, г) cu orice 
precizie dorită, deci, ţinind cont de (5), o(Sn) aproximeazá prin lipsă numărul 2zr* 
* MN = 2nrh, de asemenea cu orice precizie dorită. Cu alte cuvinte: 2xrh este cel mai 
mic număr mai mare decit toate ariile aproximative o(Sn). Aşadar с(2) = 2nrh. 


` Aria zonei sferice se calculează cu formula: 


aria zonei = 2rrh 


unde г este raza sferei, iar h înălțimea zonei sferice. 

Tinind cont cá o zonă sferică la care una dintre baze. se reduce la un 
punct devine o calotă sferică, atunci aria calotei se va calcula tot după 
aceeași formulă, adică: | 


n Е : 
| aria calotei = 2rrh | 


unde r este raza sferei, iar Л este ináltimea calotei. 
Aria sferei se obtine imediat considerind sfera ca o zoná cu ináltimea 


| aria sferei = 4nr? 


n 31 
Volumul corpi ии 


Teorema 


- Demonstraţie. Considerăm corpul sferic (0, r), cilindrul de rotaţie C de rază r si 
înălțimea 2r, precum'si corpul C, U C}, unde C, si С, sînt conuri de rotație congruente, 
cu aceeași axă, cu generatoarele în prelungire, de rază r și înălțime r. Cele trei corpuri sînt 
disjuncte si aşezate pe același plan « (fig. VII.36). Sectionindu-le cu un plan || х, Ја 
distanța т de О, se obţin trei discuri avind razele respectiv MW pentru sferă, РО 
pentru con si UV pentru cilindru. Deoarece MN=r?— 2°, РО = х, UV = г, re- 


| zultá că MN: + тРО° = xUV?, adică aria secţiunii prin B în SU (C, U С,), este egală, 


cu aria secțiunii în C. Aplicind principiul lui Cavalieri obţinem: v(S) + v(C, U С») = w(C) 
de unde 


w($) = (С) — w(C, U 0)  2nr* — 2- £ " Cx 
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9 — Geometrie 51 trigonometrie, cl. a X-a 


| mul V al segmentului sferic se calculează cu 
|. aceeaşi formulă (8) de la $ 3, pe care am 
stabilit-o pentru trunchiul de con. Tratám cazul 
segmentului sferic S, в, cuprins între planele a T 
şi B (pentru cele in exteriorul lui « si B se ia | x | 
»=0), şi M, E (0M3). | б 
Considerăm părţile corpurilor 5, CUC, \ / 
şi C din demonstraţia teoremei 3 cuprinse între a 2 
planele « si B: segmentul sferic 5, p, trunchiul de E eir 
con T, в şi cilindrul Ca, в (fig. VII.41). Între volu- Fig. VIL.40 
mele lor V, V', V" există relația: V — V" — ү”. 
Fie А = ММ, Мз mijlocul lui [M,M;] ru = d(Ms, M,M;) şi x = OM;. 
Fig. VII.36 Sectionind pe Sa, в, Ta в, Cap cu un plan ү || x, care trece prin М», se 
i obțin trei discuri de arii тг, s' = ng’, s = nr? și avem: s — B' = пт, 
s — b' = nri, s — s' = nr2, unde В’, b' sint ariile bazelor lui Т, в. 


Тїпїпа cont de formula (8), $3, rezultă: V = V" — V' = hs — tR +b + 


Aplieafii. 1. Se observă cá v[4(0, r)] = 5 с(8(0, r)) +r. Acest rezultat 


este valabil mai general: dacă У) este o suprafață inclusă in sfera (О, г), care. 


are arie, si 5 reuniunea segmentelor [OP] cu P є У (fig. VII.37), atunci | E EIC E BOE (с b) + Ate — 9], dedi 
eit У) er 
(6) аг (8) у= 0 dn 


Formula (6) poate fi ' demonstratá aproximind pe § din interior cu о 


Putem găsi o expresie pentru V în funcţie de гу, r si k. Din 
reuniune de piramide avind ca virf comun punctul О, iar ca Бале triunghiuri 


2 h? hy 
cu virfuri pe У. | "= (2—3) mdi ылу. +(e +2) 
În cazul cind Y; este calotă sferică, 5 se numeşte sector sferic (fig. VII.38), - z 
pentru care se obține din (6): se deduce că 4rm = 2г1 + 272 + А? si avem în final pentru volumul segmentului sferic: 
; : 2nr?h " 
(7) yol. sector sferic = ts =, | (9) ж = (3r? + arf + һә). 


2. Două plane paralele a și В, care intersectează sfera &( (О, r) după cercu- 
rile 2(M,, ru «), € (Ma, Ta В), (гу > rg), descompun corpul sferic [4(0, r)] 1 
trei corpuri, numite segmente sferice (fig. VIT.39 si VII.40). Vom arăta că volu- 


a © "t Mig w 


~ m "= —Á 


Fig. ҮЦ.87 - Fig. VII.J8 Fig. V1I.30 


Fig, ҮШ.41 
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Dacă segmentul sferic se obţine din corpul sferic prin secţionare cu un singur plan 


(fig. VILA0) r, = 0 și 
h 
(10) V= Т (3r? + №). 
Deduceţi formula (10) prin descompunerea sectorului sferic într-un segment sferic 


51 un con! 


3. În cazul altor corpuri de rotaţie (de exemplu butoaie, cisterne etc.) 


formula (8) servește la calcularea aprozimativă a volumelor. Se obţin aproxi- - 
matii bune, dacá corpul se descompune їп suficiente párti prin plane paralele 


şi formula (8) se aplică separat pentru fiecare parte. 


6. Un corp sferic de rază 6 se sectioneazá cu un plan «. La ce distanţă de centrul 
sferei trebuie dus planul « pentru ca aria discului de secţiune să fie egală cu 9л? 1 


7. Să se afle raza unei sfere ştiind cá aria sa și volumul corpului sferic se exprimă prin 
același număr. 


8. O zonă sferică are razele bazelor 15 gi 8, iar raza sferei este 17. Să se afle aria zonei 


sferice (în două cazuri). 
9. Să se айе muchia unui tetraedru regulat înscris în sfera de rază R. 


10. Raza bazei unui con circular drept este egală cu 4 și înălțimea 3. Să se айе volu- 
mul corpului sferic înscris în con. 


11. Să se afle muchia unui cub înscris în sfera de rază R. 


19. Într-o sferă de rază 10 se înscrie un cilindru circular de înălțime 12. Să se cal- 
culeze aria laterală și volumul cilindrului. 


13. Baza unei prisme drepte este un triunghi cu laturile 6, 8 și 10, iar înălțimea pris- 
mei este egală cu 24. Să se afle aria și volumul sferei circumscrise prismei. 


* 


14. Unei sfere de rază В i se circumscrie un trunchi de con. Știind cá raza bazei mici 
este de patru ori mai mică decit raza bazei mari, să se afle aria totală si volumul trunchiu- 
lui de con. 


15. Dintr-un cilindru de metal în care înălțimea si lungimea diametrului bazei sînt 


egale cu 20 cm, se strunjeste un corp sferic de volum maxim. Să se afle volumul materia- 


lului pierdut. 


16. Un con circular drept are înălțimea egală cu h şi este înscris într-o sferă d de 
rază R. a) Să se calculeze în funcție de R şi А volumul V și aria laterală $ a conului, 
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b) Să se arate că Li mu depinde de Л. c) Se consideră calota sferei с, care are aceeași 


bază ca si conul si nu contine virful conului. Să se calculeze aria calotei si să se deter- 
mine apoi ^ astfel încît aria laterală a conului să fie egală cu aria calotei. 


xerciții recapitu 


1. Diagonala secţiunii axiale a unui cilindru echilater (secţiunea axială este un pătrat) 
este egală cu a. Să se afle volumul prismei octogonale regulate înscrise în acest cilindru. 


2. Într-un cilindru circular drept de rază a și generatoare b este înscrisă o prismă tri- 
unghiulară regulată, iar în prismă este înscris un cilindru. Să se afle raportul volumelor 
celor doi cilindri. 


3. Să se calculeze raza cercului de bază si generatoarea cilindrului circular drept a 
cărui arie totală este jumătate din aria sferei în care poate fi înscris. 


4. Să se afle la ce distanţă de vîrful unui con, cu raza bazei 4 și înălțimea 5, trebuie 
să ducem un plan paralel cu baza pentru ca acest con să fie împărţit în două părţi de ace- 
laşi volum. 


5. Se dá un con circular drept în care « este măsura unghiului format de înălțime cu 
generatoarea, iar г este raza sferei înscrise în con. a) Să se exprime în funcţie de « si r aria 
laterală a conului. b) Să se determine « astfel încît această arie să fie egală cu 3тг? (sin a). 


6. Într-un vas în formă de con circular drept, cu înălțimea de 6 dm, cu vîrful în jos, 
se toarnă 150,72 1 de apă. Apa se urcă în vas ріпа la 4 dm. Sá se айе capacitatea vasului 
întreg. 


7. Un con circular drept, care are raza bazei R si înălțimea / = 2R, se taie cu un 
plan paralel cu planul bazei determinind astfel un trunchi de con de înălțime d. a) Să se 
calculeze volumul trunchiului de con în funcţie de R si d. b) Să se determine d în funcţie 
de Л astfel ca in acest trunchi de con să se poată înscrie o sferă. 


8. Să se afle aria totală și volumul corpului obţinut prin rotația unei suprafețe 
hexagonale regulate în jurul suportului unei laturi, știind că latura hexagonului este 
egală cu a. 


9. Să se calculeze aria laterală și volumul unui trunchi de con știind că raza bazei 
mari este egală cu R/ 3 si că în trunchiul respectiv se poate înscrie o sferă de rază R. 


10. În trapezul ABCD, cu bazele [AB] si [DC], diagonalele [АС] si [BD] se intersec- 
tează în О. a) Gunoscind AB = a, DC = b(a > b) şi înălţimea k a trapezului, să se cal- 
culeze distanţele de la punctul О la cele două baze. b) Fie V, si V, volumele corpurilor 


obținute prin rotația suprafeţei trapezoidale ABCD în jurul bazelor DC respectiv AB 
Care dintre cele două volume este mai mare? 


11*. О sferă de centru О și de rază А este secționată de două plane paralele « și B 
situate la distanţa h unul de altul. Să se afle distanţa de la centrul sferei la planul « astfel 
încît aria zonei sferice dintre cele două.plane să fie egală cu suma ariilor secttunilor plane. 
Discuţie. i 
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| 19. a) La ce distanţă de centrul unei sfere S$ de rază А trebuie dus un plan astfel 

ca aria calotei mici, ce se-formează, să fie egală cu aria laterală a conului circular drept, 
avind ca bază cercul de intersecţie al planului cu sfera si viriul pe calota mare? b) Sá se 
afle raportul dintre volumul conului si volumul corpului sferic [S]. 


| 13. Într-un trapez isoscel ABCD un unghi ascuţit este de 45°, iar latura oblică este 
| congruentá cu baza mică [CD]. 

| a) Dacă AD = 10, să se afle lungimea diagonalei [BD]. 
| b) Să se айе volumul corpului obţinut prin rotația suprafeței trapezoidale [ABCD] - 
in jurul dreptei АВ. 


14. Un con de rotaţie are raza bazei R si înălțimea A. Sá se înscrie In el un cilindru 
de arie totalá maximá. 


Probleme recapitulative 


1. Să se arate cá un poligon convex nu poate avea mai mult de trei unghiuri ascuţite. 


9. Fie ABC un triunghi. Sá se găsească locul geometric al punctelor M e (ABC) 
pentru care o[ABM] = [АСМ]. 


`8. Se dă un patrulater convex ABCD. Să se afle locul geometric al punctelor M e 
є Int ABCD pentru care o(MBCD] = o[M BAD]. 


4, Sá se determine o dreaptă MN, paralelă cu bazele unui trapez ABCD (М є (AD), 
N e (BC)), astfel incit diferența ariilor lui [АВАМ] si [MNCD] să fie egală cu un număr 
dat, 


5. Pe laturile triunghiului ABC se iau punctele D, E, F astfel вагы 


CE AF 


= 2. Sá se afle raportul ariilor triunghiurilor DEF și ABC. 
TEA FB 


6. Laturile neparalele ale unui trapez circumscris unui cerc formează cu baza mare 
unghiuri de măsură х respectiv B. Să se afle raza cercului, știind cá aria trapezului este 5. 


7. Se consideră un triunghi echilateral ABC si discul [e (^5 1. unde О este 
ortocentrul triunghiului si а = АВ. ба se determino aria suprafeței [АВС] — 
— ео, B 

3 

8. Sá se arale cá Їп orice triunghi АВС: 

b? ЕЕ с? е 
AR! 


= 4$; ША) #2 


а) 1 + cos А cos (B — С) = 


b) (b? + c? — a?) tg A 


c) Јао IU Ge ЖАДЫ Me 
ба соз e a Ч (in (A + B)! 


A B (6) 
др = ig — + ctg — + etg — |; 
р =) 


e) elg $ ctg z ctg 


7 
| 
| 
ђ 


9*. Să se arate cá în orice triunghi ABC avem: 
a) actg A + b ctg B + cctg C = 2(R + r); 
b sin A + sin B + sin C EX Ed 
соз А + cos B --cosC Rr 
10. Se dau dreptele de ecuaţii у = х + b — a, у= 22 +. — 2а giy 32460 = 
— За — 2, unde a, b & R. Sá se determine másurile unghiurilor triunghiului determinat de 
punctele lor de intersecţie. 


11. Dacă H este ortocentrul triunghiului ABC, să se arate că: 


a) AH = 2R cos A, 
b) a AH + b BH + c CH = 4S. 


12*. Dacă O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar Т centrul cercului | 


înscris, să se arate că 
On = R(R — 2r). 
18*. Să se arate că în orice triunghi АВС, 


ВС 2 
>: 


cos? 


= 2 sin a. 


a |e 


1 P 
14. Sá se calculeze z^ + а ştiind cá z + 
2 
15. Sá se rezolve ecuatia 2" -- тар. E e = 0. 
16. Să se rezolve ecuaţia: (2 + 1)" — (z — 1)^ = 0. 


1 A 
17. Să se demonstreze că dacă |z le pus atunci 


Е a 3 
1(1 + i) + т 
18*, Se dau dreptele d şi d’. Să se arate că prin fiecare punct al spaţiului trece o 
dreaptă perpendiculară pe d şi pe d. 


19*. Se dau dreptele d, d! nesituate in acelaşi plan şi punctele A ed, Bed. Si 50 
afle locul geometric al punctelor M pentru care pr aM = A și рг, M = B. 


90*. Sá se găsească locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi triedru 


dns egal depártate de muchiile lui a, b, c. 


жә... 


91*. Fie @ un unghi triedru cu a5 = e Să se arate cá planul bisector al unghiului | 


diedru determinat de fețele care contin muchia a, este perpendicular pe planul fetei opuse. 


99*, Sá se construiascá o dreaptá care să intersecteze două drepte date şi să fie 
perpendiculară pe o altă dreaptă dată. 

98*, Fiind date punctele A, B, situate de aceeași parte a unui plan, să se afle în 
acest plan punctul pentru care suma distanțelor sale la A şi B este minimă. 


24*, Pe una din muchiile unui unghi trie 


celelalte muchii cite un punct M, N astfel încît suma AM + MN + NA să fie minimă. 


95*. Cite muchii ale unei piramide pentagonale pot fi intersectate de un 
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dru se dă punctul A. Să se construiască pe 


plan? di 


96*. Printr-o dreaptă dată să se ducă un plan pe care proiecţiile a douá drepte date 
să fie paralele. 


97. Se consideră un tetraedru [ABCD] şi centrele de greutate L, M, N ale triunghiu- 
rilor BCD, CAD, ABD. a) Să se arate că (АВС) || (LMN). b) Sá se айе raportul dintre 
[АВС] şi ALMN]. 


. 98. Se consideră un cub (ABCDA' B'C'D']. Punctul A se proiectează pe A'B, A'C, 
A'D respectiv în Ау, А,, 43. Să se arate: a) AC L (414545); b) АА, | Aids, ААз L 
| Asa; с) AA,45A, este un patrulater inscriptibil. , 


29. Se consideră triunghiurile dreptunghice BAC si ABD (m(ACB) = m(ADB) = 
= 90°), situate în plane perpendiculare. M, N fiind mijloacele segmentelor [AB], [CD], 
sá se arate cá MN | CD. Ў 


30*. Să se demonstreze cá semiplanul bisector al unui unghi diedru într-un tetraedru 
împarte muchia opusă în segmente proporţionale cu ariile feţelor alăturate. 


31. Fie A un virf al unui tetraedru regulat si Р, О două puncte pe suprafața lui. 
NS 
Să se arate cá m(PAQ) « 60°. 


39*, Să se arate cá suma măsurilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este mai mare 
decît 360^. 


33*. Se consideră dreptele paralele d}, dz, conţinute într-un plan « și o dreaptă AB 
care intersectează planul « în punctul С. O dreaptă variabilă, inclusă in о şi trecînd prin C, 
taie d,, d, respectiv in M, IN. Sá se afle locul geometric al intersecţiei AM П BN. În ce caz 
locul geometric este mulțimea vidă? 


34. Un plan о intersectează laturile [AB], [BC], [CD], [DA] ale unui tetraedru 
[ABCD] in punctele L, M, N, P. Sá se demonstreze că AL: BM: CN* DP = BL: 
«CM: DN* AP. 7 


85*. Dintr-un punct А exterior unui plan « se duce perpendiculara 40,0 є « si se 
iau B, Cea. Fie Н, Н, respectiv ortocentrele triunghiurilor ABC, OBC, AD si BE înăl- 
fimi. în triunghiul ABC, iar BE, înălţime în triunghiul OBC. Să se arate: 
aj nd; ase) ope DS Еле: 

AD H,B EE, 


86*. Se dă un tetraedru [ABCD] in care AB | CD si AC | BD. Să se arate: 
a) AB? + CD? = ВС? + Ар? = CA? + BD?; b) mijloacele celor şase muchii se allá 
pe o sferá. 


37. Se dă o prismă triunghiulară [A BCA'B'C"] care are feţele laterale pátrate. Fie 
M un punct mobil pe [AB], N proiecția lui M pe (.BCC") si A" mijlocul lui [B^C']. Sá se 
arate că A'N si MA” se intersectează într-un punct Р şi să se afle locul geometric al lui P. 


38. Fie tetraedrul [ABCD] și С centrul'de greutate al triunghiului BCD. Să se arate 
că dacă Me AG atunci УМСВС] = | MGCD] = v«(MGDB]. 


89. Se consideră punctul M apartinind interiorului unui triedru tridreptunghic de 


virf О. Să se ducă prin М un plan care să intersecteze muchiile triedrului respectiv in 
puncte A, B, C astfel ca M să fie ortocentrul triunghiului ABC. 
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40. O grămadă de nisip are drept baze două dreptunghiuri situate în plane paralele 
şi fețele laterale trapeze. Sá se găsească volumul grămezii cunoscind dimensiunile a, b ale 
bazei mari, a^, b’ ale bazei mici și ^ distanţa dintre cele două baze. 


41.,Se dă un trunchi de piramidă de înălţime } și ariile bazelor В și b. Se uneşte un 
punct oarecare O al bazei mari cu virfurile А, B, A’, B’ ale unei fețe laterale. a) Să se arate 


cá (0A'B'A] = e. * (OABB']. Sá se determine cu ajutorul relaţiei de mai sus formula 
B 
volumului trunchiului de piramidá. 


49*, Să se demonstreze cá dacă într-un tetraedru ariile fetelor sint egale, atunci 
fiecare muchie este congruentá cu muchia opusă. . 


48, O prismă triunghiulară regulată este circumscrisă unei sfere de rază R. Să se 
айе aria și volimul prismei, 


44, Un triunghi dreptunghic cu catetele respective b şi c, laripotenuza а se rotește 
pe rînd în jurul ipotenuzei şi al celor două catete. Vi, Va, Va; Su Sa, Sa fiind voluniele 
respectiv ariile laterale ale celor trei corpuri formate, să se arate: 


Se Se StS, 


1 1 1 
wow ШИШ qe 


Vi 

45. Un cog de fabrică are forma unui trunchi de con cu înălțimea de 10 m, bazele 

trunchiului de con au lungimile exterioare de 3,14 m și 1,57 m, grosimea zidului fiind de 
18 ст, Să se calculeze volumul coșului. 


46. Într-o sferă de rază R se înscrie o piramidă regulată cu baza un pătrat si cu unghiul 
de ia virful unei feţe laterale de măsură о. Să se afle: a) volumul piramidei înscrise, b) aria 
laterală şi totală a piramidei, c) valoarea c, cînd înălţimea piramidei este egală cu raza 
sferei. 


47. Un trunchi de con are aria laterală egală cu Ana? şi înălțimea a, iar generatoarea 
sa este egală cu suma razelor bazelor. Sá se calculeze în funcţie de a razele bazelor și aria 
laterală a conului din care face parte trunchiul de con. 


48. Fiind date punctele distincte A și B, să se alle locul geometric al punctelor M 
din spaţiu pentru care AM | BM. L 


49. Să se arate că dacă trei sfere au un cerc comun, atunci centrele lor sînt coliniare. 


50. Să se găsească locul geometric al centrelor sferelor care trec prin: a) două puncte 
date, b) trei puncte date. : 


51, Să se afle locul geometric al centrelor sferelor de rază dată tangente la o dreaptă і 


datá. 


52, Fie C un cerc situat pe sfera 5 si А e С. Sá se arate că tangenta la cercul C în 
punctul A este inclusă în planul tangent la sfera 5 în A. 


58. Un plan paralel cu baza piramidei [АВС] taie muchiile laterale în A, B^, C^. 
Să se arate că sterele circumscrise tetraedrelor [VABC] și [VA'B'C'] sint tangente, 
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51. Să se arate că raza sferei înscrise într-un tetraedru se calculează cu formula 
v 3y 
8; 45. 4-8, H5. 


unde $,, S2, Sa, Sa sint ariile teţelor, iar V volumul tetraedrului. 


i bb, Se rotește un triunghi ABC în jurul tangentei în A la cercul circumscris. Să se 
exprime aria suprafeţei descrise de [BC] in funcţie de a = ВС, b = CA, c = AB. 


56. Un con circular drept cu generatoarea а, are trei generatoare perpendiculare 
două cite două. Să se айе: а) volumul conului, b) aria sferei înscrisă în acest con, с) raportul 
ariilor calotelor determinate de cercul de tangenţă al sferei cu conul. 


57. Două sfere de centre O și O, si raze R şi В, (В, < R) sînt tangente exterior. Să 
se afle aria laterală a trunchiului de con ce are ca baze cercurile de tangenţă cu cele două 
sfere ale conului circumscris sferelor, 


58*, Patru sfere de aceeași pază r, sint tangente două cite două, Să se afle înălțimea Л 
a conului de rotaţie circumscris celor patru sfere. 


59", O mărgea se obţine dintr-un corp sferic prin perforare cu un burghiu al cărui ax 
trece prin centrul sferei. Să se afle volumul mărgelei, știind că gaura obţinută are lun- 
gimea №. 


\ 


Indicatii si ráspunsuri 


8 1. 


2. (n — 2)* 480* = n*135*; n = 8. 8. п" 180* — (n — 2): 180° = 360". 4. 10. 5. 3. 


8 8. 


'2. Triunghiul dreptunghic. 4. a) c[AOD]4- c[AO B]— aL BOC]-- o[ AO B]. b) o[40D] = 
= MO:h- e[BOC]-ON *h, unde h este înălțimea trapezului. 6. Paralela prin D la 
laturile unghiului BAC taie AB in E si AC in F; MN va fi paralelă cu EF. 7. P este 
centrul de greutate al triunghiului ABC. 8. Se consideră punctele M, N e (АВ) astfel 
cá M &(AN). Paralelele prin М si N la BC intersecteazá latura (АС) in MW si N. 


Se notează ÁM = a, AN si se pune condiția ca cele două paralele să 


descompună suprafața triunghiulară [ABC] în trei suprafețe de arii egale; deci 


dAMM] = = ză, == дь si analog, y = Vi ‚ 9. Fie trapezul ABCD, AB || DC, 
АВС] 3 з 3 
(0) = AD n BC, 2 є ( 


ы i (2a? + 32), ON? = = (a? + 22). 


ОА), а= OD, b = ОА şi MM’, NN’ dreptele cerute. ОМ? = 


$ 4. 


2 
6. Dacă C є AD, ш40) = u(D2) —asi0A-r, atunci aLEFDC] = 1 B = (т — 
i Tope 1 rufo pă fem ; 
— 2a + sin 29) — nn (2% + sin 2«) = Td de 2a) =; p(CD) = aria sectoru- 


— 
lui [ÓCD]. 


capitulative 


9 2|/2r* 5. [BCN] = [DCM] + с[АВМ). 6. "E 
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Capitolu! Il 


83. 


е 


1. a) |10, 29 — arcsin n b) (5 zamg |, ©){% a) d) (2 =), | 
4 3 


e) (vs = — arctg ih ї) (8, л), 2. а) (1,03), b) e е ц? of- 7 Ла | 
а) (—5, 0) s.» arcsin a Ё т + arctg 7 J. ы 


$2. 


1. b) Membrul sting al egalităţii se scrie sub forma = - (sin 28 + sin 2C), unde 


a i х Я ; 

а тт 2. a) Se exprimă соз B și cos C din teorema cosinusului. 4. Aplicind teorema 

a à 
sinusurilor se ajunge la cos «Ema cos £ = Hem А ѕац acc 8 

2 2 2 2 2 2 
2 2. : 

[3 ноз бр дем а жыша bag a Бына A! 

вїп А 2bc sin А 2abc sin A 

$8. 


3 
1. a) == ФО Al arccos 22 ; Н) Bin aos, а=, с= 18; 
13 : 


5 63 3 р 
c) А = m — arccos — , В = arccos — , С = а: ЕЗ E r2 
m is IL arccos =; d b = 4+ 3/3, А= т, 
3 
В = X + arccos — ; e) а = PONE Hu Ime Su a Br г. 
3 5 , j бү V 39, B, 4 , i ias з=Ь Hips Cai 
0) ш о; Aves vh e, —2]/10 + 4; а = 5, bg —:7, c; = 2|/10 — 4; р) Problema nu 
are soluţie. 2. а) C = п — А — В, а = жы 17 с. =. etc. EH zt zx 
sin A + sin B + sin C 12? 12' 
~ 5 м 
5. DB = 44 DB—- eor = 3 7r E 
„cos СРВ = 15, ЩАРВ) т, АВ = 14(/8— 1), a=3 В 6 + 


+ arccos 2 . 
5 


8 4. 


\ 
A 204 a 
DE od erem S = 204; b) S 14 V3; c) S—6V8; d) A= —. бе 
| a 


1 


; LE x 
observă că sin 24 = cos 34, de unde sin А ak т 1y S =3 (V5 — 1). 2.a, = 15, 


b—4, 618; ap=15, ba= 20198, с = 13. 8. cos 2-0 2i (VT+?) 
n 
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de unde B — C = i , deci m(8) = 75° și m(6) = 45°, Se găseşte 5 = 1 (3 +З). 


4. 95 + 49/8. б. Sa = 2 түз, S == an» S= i RVS, 5, = RVE, 6.385 — 
t 
-— См 

$ = 10 R? sin i$ = > В°(|/ 5 — 1) (vezi exercițiul 1.d). 6. Dacă u(40B) = 24, O fiind _ 
centrul cercului circumscris poligonului, egalitatea dată se scrie — = A — 3 | 
| : sin 2« sin « | 

—— , care se transformă in sin За = sin 44. Se obţine « = Z, iararia cerută — | 

sin 3% 7 { 

2т 1 


este S, = Im en : ] 


$ 5. 


1. а) Dacă A’ е BC, B’ e AC, C' = AB sint. punctele de tangenţă ale cercului înscris 
respectiv cu laturile triunghiului si dacă = = AB’, у= BC', з= CA', atunci z + 
+у=с, у+в=а@, 2+ == 0. Se obţin: x = p – а, у = р – 0, 5= р — с. Relaţia 


„rezultă din triunghiul dreptunghic AB'I unde 7 este centrul cercului înscris. c) Se calcu- 


lează cos s cos S cos g cu formulele (3), $ 3si se (ine cont de (4). d) р-а = Lm 
c pes ig = 


conform cu a). e) Se utilizeazá relația medianei &т = 2(b? + c?) — a? si teorema sinu- ' 
surilor. 9. Se aplicá teorema sinusurilor in triunghiul AJB, 8. Se alege un reper са in 
figura П.л. Mediatoarele segmentelor [АВ] si [AC] au ecuaţiile 22 = c, 2ysin A + 
+ 2z cos А = b. Seoblin coordonatele lui O prin rezolvarea sistemului și apoi Л = OA. 


Exerciţii recapitulative i à 


1. Dacăa > b, ас = ena >41, rezultă sin A — sin B > 0, sin á- B > 0, 
b sin B L 
А> B. 9. a) Se eliminá a, b în membrul sting cu ajutorul teoremei sinusurilor și se obține 
sin 24 — sin 2B + cos:C = соз(А + B) + cos C -— 0. e) Se scrie membrul sting sub , 
2 sin (A — B) : 
forma c cos Ë + a ZU — a + b cos (4 + =) . 8. Se calculează BC cu ajuto- ] 


rul teoremei cosinusului, apoi cos В şi sin В. 4. Dacă A'e ВС, B'e АС, Ce АВА 


т sin А ar? өф : E. 
ЕЕ apoi АВЕ și e[A'C'I] 5. sin— = 
F 25 I [ 8 ] 2 
(Жы B 5 -— 2 2 
Беда 2r 2208 < 4 7. Din ат = 2(b? + c?) — a? și teorema cosinu- - 
2; Abc Abc 
sului se obține b + c = 41 și be = 420, 


se calculează o[B'C']] —' 
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Capitolul 111 


1, 


1. а) ©(0, 1). b) Mulțimea punctelor situate în cadranul III si pe semiaxa negativá a 
ordonatelor, (M(z, y) | x < 0, y < 0). c) Mulțimea punctelor din interiorul unghiului for- 


mat de semidreptele (P(z, y) | y = /3z,z < 0}1 (P(z, y) |y = 0,2 > 0}. d) (P(z, y) [2° + 
(y + 1)? < 4), discul cu centrul în punctul (0, —1) si de rază 2. 2. zı = 5(cos 0 + sin 0), 


т T UT 5n Me D PP 
[yc 2e + LA 242 (cos + i sin i| , 2, = V/13(cos « + i sin а), unde 


2 A т 
a = 2x — arctg S Za = (cos a--isina), dacă ae E 3] ȘI == [cos(a + x)-- 
| 


сова | cos a 


+ isin(a + z)], dacă a e Е Jl 8. |z |= 1, Arg a = {~a + 2kr| k e Z}; |zal = 1, 


ATE д = [i-em 


8 9. 


виз (cos $ +1зї т) st +. 9. а) lal — 45, argz=0; b) |z]=3, 


т 2 
agz= i c) |z| = 25, агра = = id) || = 2%, arg z = 0; e) | z| = 24/2 cos ©, 


2 
arg z = v; f) | z | = 1, arg z = л. 8.250; b) —1; c) 2" sin? - [= n(x — а) + isin n(n — | 


4. Relaţia dată se scrie z?--2c08a*z--1— 0, de unde z = cosa + isina 


li 


^d su ue 1 SET 
да = соз и — i sin a = cos(—a) + i sin (—a), — = cosa — isin а, — = cos а -- i sin a, 
21 Za 


n 4 
+ — x34 —у = 2 соз па. 
21 22 


5 8, 


TIE DET +1); b) cos Бшш Ек la 


т [сов ir ^® ET к\а VAS г 
oval IE ze î sin zs d) ^5 sis or йез g' -i 8, е; = 


(0, 1, 2,78, 4, Б} 


PI A ОТЕ Sim. Lou о 14 
= cos — + isin — , єр = cos — + isin AA e . 6. Rădăcinile celor două ecuaţii 
n n n n 

2, у 2km 2k^ "m 

sint: zy = cos —— --isin —— , zy = COS Ет + isin ^T Rădăcinile comune corespund 
m m n f n 

ОТЕ ЕЕ б ч 2k 2“ : 
valorilor lui și л, care satisfac egalitatea — = —, sau kn = кт. Deoarece 
m n 


(m, n) = 1 egalitatea are loc numai dacă А este un multiplu al lui m, deci numai 20 = 1 
este rădăcină comună. 
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8 4. 


Ee Cr y – (03103): ы TT 


2. а) = 2, а= —1-il/ 8, „= – 11И, 4 = 1, MU E, my e 
= 25 ЕА | 
Е 2 


$ 5. 


4. Dacă M,, М, au afixele 21, 22, atunci imaginile Mi, Ma au afixele Z,, 2: si 


MiMa = |2 — а | = [а — a |= 12 — 3 |= MM 6. Avem arg Za = amba + д 


+ arg a — 2kn(k = 0 sau k= 1). a) (OM, = (OM; + arg zı = агв 7» < arg « = 0; 
b) (ОМ; opus lui (OM, + arg 2; = arg 22 + mearga = m. 8. Se considerá imaginile lui 
za — 5 Și Za — 21 91 se foloseşte exerc. 5. 7. Fie z айхш lui M; atunci |z| 7 1. 
Luind modulele celor doi membri ai egalităţii indicate și ліпа cont de |e—e|= 
= |1 — e?|=] 1 — e| = V/3, se obţine: (а) [2 — 11+ [2—12 12 — s ls (b |z—11— 
= |[2=е|< 12—62 | şi (c) 12—е1— 12—11 < | 2 — e? |, o egalitate putind sá aibá 
loc numai даса imaginile lui (z — 1)(e? — є) și (s— e) (1 — є?) sint coliniare cu О. 
Dar atunci am avea in virtutea exerc. 5, (z — 1)(e2 — e) = a(z— e) — e?), cu о є К. 
Cum: є = 4, є = s, ar rezulta z(E — e — a + 9) = € — Е — 9 + a, deci —z ar fi 
citul a două numere complexe conjugate in contradicţie cu |z | # 1: 


9.5) 8 cost £ (eos - + isin s] 8. —1— i. 4. Afixul z — 2 + iy al celui de-al 
treilea vîrf satisface: [211212 1—41 = 2, 12-2 — 11 = |/3, adică (х — 1)? + 
+ у#= 2, (д – 2? + (y — 1) = 2. 5. Notind z = (cos tp -Fisintg), k= 1, 2; 3 si 
ао = din ipoteză rezultă sin tj + r sint + tj) = 0, adică sin t, + rsin(t — 4) = 


= (1 — rcostsin t4 — г sin t cos 4 = 0 şi două relaţii analoage cu ta, ta in loc de 4. Aceste 


relaţii pot-exista simultan numai dacă 1 — r cos t = 0, r sin t = 0, deci sin t = 0, cos t = 1. 


5V3u iiy 5/2 (54 33). | 


8 8. 
1. Construim în planul « mediatoarea segmentului [AB], pe care o intersectám cu 


planul £ 8. Punctul M trebuie să fie situat în planele «, (А41), (Bd;). Problema revine la 
exerc. 2. 


8 8. 


1. Fie o = («А = («B si Me (AB). Trebuie să arătăm cá М є o, ceea ce revine 
la [AM]n a = ø. Presupunind contrariul, există Р e [AM]f«. Dar atunci Р є [АВ] 
десі Pe [AB]N a, ceea ce nu este posibil. 4. Fie de exemplu c un semispatiu ЕЗШЕ, 
В frontiera luicgid = «NB. Alegem punctele А, В e « — d de o parte si de alta a dreptei d. 
Atunci [4.8] 1 B Æ ø, deci A si B sint de o parte si de alta a planului B, adică unul dii 
aceste puncte, să zicem 4, se găsește în c. Se va demonstra că «ho = (dA. În acest scop 
se ia Me «fic si se deduce că [AM]Nd = ø, ceea ce implică Me (dA; se ia apoi 
Ne (dA etc. 6. Trei sau patru. 8. Se va proceda prin reducere la absurd. 9. d fiind muchia 
unghiului diedru, se vor distinge cazurile: dNa este punct, d Na = 2 și dha=d 
10. 1) Se aplică exerc. 4. 2) Folosiţi definițiile interioarelor unui unghi și unui unghi di- 


edru. 11. Se va aráta са (МР C Int. AM B, din care se va deduce cá (AB) si (MP au un 
punct comun. | 


8 4. 


8. Numai in cazul unghiului diedru nul sau plat. 4. b . 5. ic 
D Q e MU c(P + О) si se disting cazurile: 1) Р, Ue 9; As "t à eo c deba 
Veţi arăta că în fiecare caz (РО) c M. 9. Fie tetraedrul [ABCD] și E ШОС lui [Ср], 
Centrele de greutate G, G aie triunghiurilor ACD, BCD sint situate respectiv pe AE ВЕ. 
Arátati că АС”, BG, EF sint concurente, unde F este mijlocul lui [AB]. 11. C si D se află 
de o parte si de alta a planului (АВМ) (exerc. 11, $ 3), deci acest plan intersectează 


segmentul (CD) într-un punct О. Arátati cá M e Int ДОЎ, ceea ce implică (QM N (AB) = 


| E unde D. Pre si Q Q є M Trebuie sá arátám cá (XX C уе aplicá exerc. 12 
| › Ж 1 > RN 9c. S c (EH 
segmentelor PI si QQ B | * 


Коя? 2 í | 


pod i i i | 
= {Р}. 14. Fie M reuniunea considerată si X, X' e M, adică X є [РО], X' є [PQ], ; | 


1. Dacă d N « ar contine două puncte, atunci am avea d c « (teorema 2). 3. Există — 
puncte А, B, C, D, nesituate într-un același plan. Arătaţi prin reducere la absurd cá drep- $ 5. 
tele AB si CD nu au punrt comun! Dacă d = d', concluzia este evidentă. Putem presu- 
pune, deci, că dreptele d, d', d” sînt distincte şi fie d” N d” = {4}, d N d” = (B), dhd = 
= {С}. Dacă A e d, atunci cele trei drepte au în comun punctul A. Dacă Agd, atunci, 
|. B X A, C + А ceea ce împreună cu d' ж d” = A, B, C sint trei puncte necoliniare 
| si din teorema 2 rezultă cá d, d, а" с (ABC). 6. b Fie Ee (DAB) n (DBC) N 
N (DCA); cum aceste plane sint distincte, ele se taie două câte două după dreptele 
DA, DB, DC. Rezultă E e DA,E e DB. Din E # Dar rezulta А,В e EDin contradicţie 
| cu a). 7. Arătaţi mai întîi că punctele E, F, G nu sint coliniare si apoi că punctele Р, Q, Ré 
| араг{їп planelor (A BC) si (EFG). 8. Cinci. 9. Alegeţi o dreaptă d^ astfel ca d şi d! să nu fie 


| conţinute într-un plan. Consideraţi planele (dM) cu M e di. 


. . | 
n 2. Duceţi printr-un punct al dreptei a paralela la dreapta d si arătaţi că aceasta 
coincide cu a. 8. Dacă d 4 d’, soluţia este unică: planul determinat de d si paralela ЈЕ d | | 
dusá printr-un punct al lui d. Dacă d || d^; există o infinitate de soluţii: orice plan ce repe | 
ргїп d, cu excepția lui (dd/). 4. Un plan. 5.. Se duce. prin dreapta întii un plan paralel " | 
a treia (vezi exerc. 3), care se intersectează cu dreapta a doua. 6. Se folosește mo не. | 
{аїеа 1, apoi proprietatea 2. 9. Fie A punctul, d dreapta $1 а planul dat Dacă | | 
d М a, soluția problemei este paralela prin A la dreapta (Ad) Na. Dacă d || e po lama d | 
o infinitate de soluţii sau nici una. 11. Dreptele AA’ si B B^ fiind coplanare Чол cazuri sint 
posibile: а) AA si BB’ au un punct comun 5; b) AA’ || BB’. În casual veli arăta că 


144 . 145 


| 1 J 10 — Geometrie si trigonometrie, cl. a X-a 


S e CC', iar în cazul b) exerciţiul 6 implică AA' Il сс". 14. In caz gontai Epis 
dată ar fi inclusă în primul plan. 18. Presupuneti contrariul și folosiți naa d P 
cazul « Jh &/, ducem printr-un punct al dreptei an w о paralelă cu d si Ee ci e 
este inclusă atit în a, cît şi în «^. 18. b) Două soluţii cu excepţia cazurilor @ = : NUS doc 
cînd soluţia este unică. 19. O clasă de echivalență este formată dintr-un e 4 у y 
paralele cu «. 20. nu. 21. Notind cu (AB) si (A^B') cele două segmente, : ш exe de d 
rezultă că AA’ || ВВ’, deci AA'B'B este un paralelogram. 22. Prin c te Ка р Bm 
fiecărei drepte duceţi, paralele la cealaltă dreaptă dată. 24. Un plan paralel cu pl: > 


date. 


Exerciţii recapitulati i 


6. a) EF || AC, HG || AC; b) o dreaplă paralelă cu d (respectiv un plan PARE) id 
7. Duceţi prin A^ o dreaptă paralelă cu d. 8. Folosiţi exerciţiul e METAM x m 
este un plan paralel cu d şi d, 11. a) o dreaptă care trece prin punctul pe xa A 
punct există, respectiv o dreaptă paralelă cu d, dacă d || «. p) Un plan care trece | ; 
dacă «Пр z a; un plan paralel cu «, dacă x || В. 


Capitolul V 


s 


1. Prin A se duc planele «, «^, perpendiculare respectiv pe d, d^. pon % » у кой 
luti icü ^ Dacă a == о/, orice dreaptă conținută în « și trecind p 
lutie unică: dreapta « П «^. Dacă « = о, orice apt 
мы» o solutie. 4, Folosind exerciţiul 3, obţinem trei drepte coplanar e cu es a 
i 4 ceea ce este în contradicţie cu unicitatea 
comun, perpendiculare două cile dou ; & ; e п 
plan 5 КАКЫ pe o dreaptă, printr-un punct dat. 6. Fie d, d' | He i SC 
iar d^ paralela prin A’ la d. Arătaţi că d' — d". 10. ree ig mod s ) cd i 
i ci oris tri iului ABC. 18. Se va arăta că picior r- 
in centrul cercului circumscris triunghiului A c e PEE 
P adicadas din P pe (АВС) aparţine fiecăreia din perpendicularele considerate. 
14. 2a d ay 77. 18. Un сего în planul « cu diametrul [AB], unde B’ este proiecția 
› 2a, 3 o 
lui B pe х. 16. Un cerc situat in planul prin А perpendicular pe a, de Mae \ 
unde A' este piciorul perpendicularei in А pe a. 19. A fiind punctul si d, d 224 " yr 
notind cu а planul prin A perpendicular pe d', dacă d П о este un punct A reap A P 
intersectează d si AB | d'. 92. După cum distanța de la A la planul «>l se 


i \ ) | unct sau mulţimea vidă, 27, О" 
= 1 sau < l, locul geometric este respectiv un cerc, un p ; \ ; Ade 
fiind piciorul perpendicularei din O pe (ABC), avem ЛОО'А ка ЛОО'В т AOO'C, dec 


(ОА) = (0'B) = (0'C). 


g 2. 


9 v. 
^), avem с i1 B'AB<M'AB. 
8. Luind un punct M" astfel ca A e (MM"), avem conform teoremei 1 B'AB<M 


4. Proiectaţi un punct A e a pe planul feţei (д, c) în A”, deosebiți cazurile: 1) А'ёїл&, 
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, 
2) 4'e fo, 8) А’ е Int feu fe și folosiţi în fiecare caz exerciţiul 3. 6, Duceţi o semi- 
dreaptă [AB, perpendiculară pe: «, de aceeași parte faţă de « ca si f^. 


$ 8, 


A A 
9, Se intersectează unghiul diedru af cu un plan perpendicular pe muchia lui af”, 


se construiește bisectoarea unghiului format etc. 4. În planul B, ducem prin О o perpendicu- 
lară d’ pe dreapta «1B si demonstrăm că d! | а. Din unicitatea perpendicularei prin- 
tr-un punct pe un plan va rezulta că d = d”, deci d c B. 6. Fie a și b dreptele date si 
а = (ab). Locul cerut se compune din două plane perpendiculare pe « care trec prin bisec- 
toarele unghiurilor determinate de dreptele a şi b. 7. Duceţi prin punctul de intersecţie 


al celor trei plane o dreaptă perpendiculară pe « și arătaţi că aceasta este inclusă în cele- 
lalte două plane. 


SA 


8. Fie A* = рг„А, О* = praO; se va arăta că OA | (OO*B) si O*A* | (00*B). 
4. Se va observa că raportul, în care un punct împarte un segment, se păstrează prin pro- 
lectie. 7. Se va folosi exerc. 4. 9. Construiti o dreaptă d care intersectează cele trei drepte 
date si luați un plan perpendicular pe d. 10. Există un plan perpendicular pe a care 
conține dreapta d. 11. Fie [OA, [OB, [OC muchiile unghiului triedru și а, B, y cele trei 


plane proiectante. Putem admite că 403 și До? nu sint unghiuri drepte. Perpendicu- 
larele din A pe planele, ү, B vor fi conţinute în (ОАВ) respectiv (O.1C) si vor intersecta 
OB, ОС in cite un punct B’, C’. Folosiţi concurenţa înălțimilor în triunghiul AP'"C*. 
16. Dacă D = рг, рО, unghiul planelor (А ВС) si (ОАВ) are măsura e = m(ÓDC) şi tg o = 
е сИ а 4- bi 

OD = i 


Exerciţii recapitulative 


1. a) Deoarece AN este mediană în triunghiul isoscel ACD, AN | CD si analog 
BN | CD. Rezultă cá CD | (ABN) si CD |, MN, CD | AB. b) Din reciproca 1 a teo- 
remei celor trei perpendiculare deducem сй D'M | AB, de unde rezultá cá D' є CM. 


c) Dreptele DD”, CC’ şi MN se întilnesc în ortocentrul triunghiului МСР, 2. Consideraţi 


dreapta « f! (AOB). 5. 1) [f este un unghi ascuţit; presupunind problema rezolvată, fie 
C = pray B si В’ = рг„ B. Putem construi un triunghi dreptunghic congruent cu ABC (căci 


~ 
cunoaștem măsura lui CAB si AB) si apoi unul congruent cu ВВ'С. Trasám în planul а 
cercul C(B’, B'C) si construim tangentele la acest cerc care trec prir: punctul А, 2) Dacă fă 


este obtuz, construim semidreapta opusă lui (AM. 3) Dacă ÎN este un unghi drept, inter- 
sectăm planul « cu planul perpendicular pe AB, dus prin A. Problema are soluţie 
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180° — m(É AB). 8. Reuniunea a douá drepte poarpendigolare 
situate în planul mediator œ al acestui segment (bisec- 
toarele unghiurilor formate de proiecţiile lui d si @ pe ul 9. Dacă N 7, т. 
А = prda, M, B = prd,M, din teorema celor trei perpendiculare ш ke. k: 
este un dreptunghi. Se aplică teorema lui Pitagora. 10. и cÁ triung А ee 
este isoscel şi consideraţi triunghiul V.DE, unde D = pr pcV şi E = prac. ‚ Dac 
. d(D, (АВС)) = DO = 


~ ZN 
dacă m(B^AB) < m(hk) < 
ce trec prin mijlocul lui [447], 


= р, (40) = (ВО) = (СО), deci АО = 
j {з | 2 соз С 


1 sing — VÀ tg B. 15. tg o = 2 tg В/И3. 
= epi (em 2). 1 a2 7 V* i „teo =V 2tgP 


к= ted | 
inia sin E 
16. 1 a vald de MANO ы yet _ costa. 17. Cazul a). Dreptele BC, 
. vr darc T Ы 9 
a а В В 
in? — — sin? — соз — 
4 sin 7 ^ [ 7 


Se:duc prin L, M, N drepte paralele 


| i 1 a respectiv in L, M, N. i 
CA, AB taie planu « resp 'B'C'. Dreptele АА’, ВВ', CC' fiind copla- 


у E, care determină un triunghi А | 
m etu d sint fie concurente într-un punct Р, fie paralele: D e "i 
P este soluţia problemei, in al doilea caz problema nu are кше: Cazul 2 м 
dreptele BC, СА, AB este paralelá cu planul «; promene are soluție оя is x 
aceea este paralelă cu latura respectivă a triunghiului PEN, p atunci га M 
de soluţii. 18. Se intersectează BC, CA, AB, B'C', eus A'B' cu planu kh Mes 
M, N, 1, М, N. Laturile triunghiului DEF vor fi situate pe dreptele ў ; a 


( apitolul 


AN 


1. Punctul M din spaţiu și proiecţiile sale pe muchii aparţin planului perpendicular 


i 3 „deci AD N BE 3. Se 
pe muchiile prismei, care trece prin M. 2, ABDE este un ippeg 2 ve v 
de la Сар: IV, $ 1. 8. 18 V 3(V/ 78 + 5). 4. a*(4 + V 3). 5. а; —5— 


aplicá ex. 5, | | | 
prin O si N mijlocul segmentului [А В]; 


E - A : 
© 8,72. 7. ab (1 +1 3). 8.240. 11. Fie[OM] diagonala х 44 
aria paralel. = 3 (44- 2/2). 


1 | d dy 
AGON ~ AGMC, К = у. 19. mbazei = g » Mat = 73 › | 
si B'0 este distanța dintre 


i ' B'C'D']. Dist dintre dreptele B.D' 
13. Fie cubul [ABCDA'B'C'D']. Dis anta -—— 


dreapta B'C' gi planul (RA'D'). Perpendiculara din B’ pe planul (BA'D”) 
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dreapta A'B si deci distanţa de la B’ la (B.A'D') este înălţimea din B’ а triunghiului BB'A' 


şi este de 10[/ 2. 14. i 


..15.a|/ 7, 22/3, arcsin m 45. 10. / à! Fiad, 


Иа? + 0° F 3ab. 17. Se arată pe baza teoremei celor trei perpendiculare că înălțimea 


triunghiului de secţiune corespunzător unei laturi, este perpendiculară pe planul feţei 
laterale care contine această latură. 18. AA'AB = AA'AD si deci înălţimea din A^ 
a triunghiului isoscel A'BD trece prin punctul O de intersecţie a diagonalelor cubului. 
Deoarece BD | AC rezultă BD | (AA'C) etc. 19. Fie paralelipipedul [ABCDA'B'C'D'] 
în care planul (ACC”) este perpendicular pe planul bazelor. Se arată că BD este per- 
pendiculară pe planul (ACC”) si deci si pe dreapta ce uneşte centrele romburilor de 
la baze, de unde rezultă că paralelogramul BB'D'D este dreptunghi. 20. Se exprimă 
cosinusul unghiului în funcţie de lungimea muchiei bazei si a diagonalei si în conti- 
nuare diagonala în funcție de muchia bazei și muchia laterală. 21. Fie Mj, i = 1, 2, ...,6, 
cele șase puncte si С mijlocul lui [AC]. Arătaţi cá GM; | AC si ЛСМ; М; = 
= ЛАМ; Мі. 22. а) Dacă se notează (E) = O'P П AC, rezultă cá E e (ABC) N (MO'P) 
şi {F} = EM N (AB) e (MO'P). G fiind intersecţia dintre dreapta O'M şi dreapta 
ce trece prin mijloacele muchiilor [A.D] si [.A^D'], rezultă că G e (ADD') n (MO'P) si 
că {N} = PGN (A'D') si (Q) —O'NnY(B'C') aparţin secţiunii care este deci penta- 
gonul MQNPF; FM || NQ si NP || МО. b) [AP] fiind linie mijlocie în OO'E, [AF] 


fiind linie mijlocie in OEM, avem AP = = (О centrul bazei ABCD); GM = а, 


МН = 7 ‚ A'N = QC' = F? unde А este mijlocul muchiei [A^D'/]. Proiecția poligo- 


nului FMQNP pe planul (ABC) este poligonul AFMTS, o[AFMTS] = [АВС] — 
5a? 


— [F BN] = ЧТ Se determină măsura unghiului planelor (MO'P) si (АВС). Fie R 


piciorul perpendicularei din О pe FM. OR se determină scriind in două moduri о[ОЕМ| 


X mS Mer 

și OR = 4, OR OV "созбай = —1—‚ qRMONP] — 99V 5 эв, а) go, 
y 13 1з y 14 16 

b) а m 24. x e (0, 2a), pentru ca secțiunea să fie diferită de ntulțimea vidă. 25. Se 


notează cu M mijlocul lui [487] si W mijlocul lui [BC]; secţiunea este rombul ANC’ M’ 


Е — = 2 Е т ? = 5 
de laturá apr şi diagonala ay 3, ay 2; LN заи 5. 26. гүз ў 


$ 8. 


1. a) da, b) da, c) nu, d) da, e) nu. `5. y (ауызға? + uar EB). 


6. Aplicind teorema lui Pitagora generalizată in triunghiurile SAC si SBD 
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2 Lone 2 2 а= а 
rezultă SA'= БА. AC Кер SDA Sm = por si aplicind formula lungimii 


SC SB 


medianei rezultă SA? + SC? = SB? + SD?, deci 22. = e . 8. Se arată cá înălțimea 


piramidei trece prin mijlocul ipotenuzei bazei (vezi exerc. 2). 9. a) 48, b) cos « = 


- 
=) 


2% i 24 

sin B, ————— 

; V 626 — 25/3 

[VABC], M un punct al bazei, A^, В’, С’ punctele in care perpendieulara prin M 

pe (ABC) intersectează respectiv planele fefelor [ИВС], (VAC], [VAB] si А”, 
мА | MB' МС 


B", C" proiecţiile lui M respectiv pe BC, AC, AB*——— = к= 
: MA" MB” MC" 


10. Fie piramida 


" 24 ) 
c) sin = ===, Sn Loc, 
) sin f = т Pa = Узб 


= МА + MP + MC. = tga unde « este măsura unghiului diedru format de o față 
МА” + MB" + MC" 

laterală cu planul bazei. Deoarece MA” + MB" + MC" este constantă, rezultă că 

MA' + MB' + MC' este constantă. 18. a) 3 V 219 , b) sin « = t , с) Fie M proiecția 

lui В pe АЎ care coincide cu она lui F pe AV. Másura unghiului diedru al feţelor 

[VAB] si [VAF] este egalá cu (ВМР); aplicind teorema cosinusului în triunghiul BMP 


= Z 59 i ; 205 
se obține cos (BMF) = — HE 14. Fie О centrul bazei. Măsura unghiului diedru 


dintre planele (VAB) si (VAC) este 60° si deci o[VAO) = УАВ] cos 60° = E e[ VAC]- q. 


3a? — 2Ь% 


ҮРЕ, A-—-———— e 
. 2(a* — 2b?) 


15. Se aplicá teorema cosinusului în triunghiurile VDE, VEF, 


| 


е 


unde S = «[BCD]. 80. =. 91. arcsin д 99, SA = 


5 1 ad 
16. arccos -7 » 18. arctg 3$' 
2 2..g 2 2e— h? 2 $& — 59 
= шг аша ‚ SB? = dtech , С° = Cia cd e enel a cu condiţiile а? < b? + câ, 
4 3p? — а? 
ра coa oy о < а? + D deci АВС triunghi ascufitunghic, 22. Lac Р 


94. Distanţa de la virful piramidei la planul de secţiune = И q I, unde 1 este înălțimea 


"бы Та 5a? y 2 12 27V/ 6 ab V 2 
piramidei. 25. uci omi 26. 2 97. sep 28, e 


5 8. 


2 


UI PADS TA E ПД, б а-ы y 
8. t5 2, 30, 10 5, 1007. 4.——7— . 8. 8(a 4-5) V e* | ‚ 6.2278 
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$ 4. 


5. рі N i 
Б їп exaro, 4 rezuitá 37< 2m, 3v < 2m; se tine cont de relaţia lui Euler. 6. m >> 2v 
( m avea și 2m > 2f, din relaţia lui Euler s-ar putea deduce o condiţie. 7. S p 
iecteazá poliedrul pe un plan. Be 


$ 5. 


it A ш ык 8.8. Putem anie că « 1 P = {А,}; atunci А, = B,. Fie 
ec 4 E н ‹ 7 ў Аһ], iar Р реа congruent cu .P' care se obţine prin 
hoe e ala e-a juu suporturilor lor astfel ca A, să ajungă în 41. Re- 
ui m б ) С v(P ) = v(P'^U.P — Р”) si P'U(P — P") este o prismă 
} cu aria bazei S si înălțimea /. 4. Secţionaţi paralelipipedul cu un plan per- 
pendicular pe muchii si folosiți exerc. 3. 5. o; = 260, V = 400, d, = |/194 , d, = 50 
1 


13/2 
6. з, а? 1 i 
pa; a (10 + 81/3). 7. Prin C se duce o paralelá la AB pe care se ia 
eA d in același semispatiu cu A faţă de planul (ВСР) astfel са (4'0) = (AB). 
e F т H p e. o paralelă la CD si se ia punctul D’ în același semispaţiu cu р 
i anu astfel ca (BD') = (CD). Distanţa din 
| | = 5 tre planele (A B.D') si (4А°Ср 
este cea mai scurtă distanţă dintre muchiile [АВ] si [CD] si este d iun | 
ei 


[ABD'A'CD]. Volumul acestei pri 1 ai i 
prisme este * din volumul prismei patrulatere cu baza 


ji A pentru care [A'D] este diagonală si [4С], [CD], laturi. Pe de altă parle 
ceastă prismă se descompune in tetraedrele de volume egale: [ABCD] [ACDA'] 


și [DBAD']. 8. V = 210. 34.13 cm? T 
£4 1,078 m?. 9. — 22 9,95. 10 si 
piramidele cu bazele [НМ i р а 
[ V], [HAB] si virfurile IV, C; comparind ariile bazelor si înăl- 
fimile, se obţine: [NH MV] = ES A 
js ] i WCHAB] = A ҸНАВСР]; b) 30. 11. a) Fie H pro- 
iecția lui A^ pe planul (ABC) si M proiecția lui A’ pe AB. AM = НМ = соз х, A'M 


AR HM z 

c sin т; E 
n z; b) соза = ——. 18. a) V = ) РЕ V3 y в a 
A'M a = В = 90°. 


2y3 


аз 
nya” 


Exerciţii recapitulative 


Со da рё a 
‚ а) ab + lay PER + by af М + h(a + )]; b) trapez dreptunghic, 


3 — — T5 1 2 x уте 
Say PERI су = abh. 2.a) 2 a/a? + 2b 
8 ) g bh. .a) 2 + ab + 2 ; b) 45°; с) азр? Vile + әрзаг. 
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. 


| AS 2 şi BD = i dreptunghic 
; = === BD = a, deci АВР dreptung 
8. a) Se arată cá BC L (SAN); b) AD — Y ay 28 BL ў 
ар. ^ ^S 
şi isoscel; analog ACD, deci ABDC este pătrat; c) SN — TERN şi se arată cá tri 


d. а dS. V5 3l- 
unghiurile ABS şi ACS sint dreptunghice; aria secţiunii este æ | à EA 


2 | or - 
1 арт acá ze[0, h); Fe ас [TEE 
5. Fie А = be] b? +e V = abe — 7 VT dacă ze[0, h) {Ср V 
7947 32. mi 2— a 
за(а* — 22) КИЛСЕ, quc LA. 
dacă ze (h, b]. 6. a) V = et b) cos B — un у TS 


7. -2.. 9. Dreptele AN, BP, VO sint concurente două cite două, deci au un punct 
V6 


comun S (Cap. IV, $ 1, ex. 5) şi la fel rezultă că Se МО. b) AB || MQ || FC, 


(MC) = (07, ABMC = AAQF, (BM) = (АО). 9) M este a de Er 
a planelor (V BE) si (VAC), adică locul geometric este үт unde iT Pix d 
lui [AC]. d) [QM] este linie mijlocie in triunghiul сү, dec QM = E pee M 
dreptunghi. Dacá se notează cu A, respectiv ha înălțimile lui ABMQ şi Q ; 


dQMNP]) _ A ha ( + es ha = SE = dE = ARN (VO este bisectoare 
ү име я А fi d d ‚ ducînd prin С o 
in triunghiul VBP). Notind {F} = АВП CD, avem CF — a; ) А 
VN 1 : Rp SL = ^ ыш 
paralelă la MN, se observá cá n5 = deci 35 YE 3 hi 3 


E 1) _ 2 190, p) 42a? + 4a? / 3; 
Rezultă că raportul cerut este egal cu ai [! T 3 I 


аз 
2/3. 


с) arccetg y 2; d) 


$1. 


И 


9. 3..8. 127; &|/2 т. 4 а) 10; b) 28т. 5. 2па2(1 + 2n); 


10. 160. 11. 


E айт 
6. 150/38. 8. a*(1 И) =: Ук 9. 10. 


19. V 24 43,96 dm*, m % 496,75 kg. 18. 384 kg. 
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oma, 


120 x cm?; 300 x cm, 


$ 2. 


3 Аа ON " | À 
1. iy : 18. узи. 8. VAB fiind secţiunea axială si [VQ] înălţimea conului, 


~ 3 ^ = 
m(AYB) = 90° şi УО=ОА=0ОВ, dei I— В; G—3|/2, R= I — 3. 4 96r. 
De 4 024 x. 6. 136 пт; 320m. 7. Tetraedrul fiind [VA BC], conul are ca bază discul înscris 
a?|/ 6 
A08 7 8. = 
LI 
axialá în con care confine o diagonală a cubului, pentru muchia z a cubului se obține: 
zy/23 h—z 2 Rh 3Rh 
== а лү рр гн) 0. COE IERI i 
2R h 2R +h 2 3R 4- hy 3 
format din două conuri, care au aceeași bază; 4 800m; 1 320 x. 12, 65x cm?, 1007 стз. 


in triunghiul ABC si acelasi virf V; 62,80 m?, 9. Fácind o secţiune 


, de unde z — . 11. Se obţine un corp 


3 


68. 
A ка 
4. 584m. Б. 15007. 6. R— 2r, R— r— ТЕ tede d 2 т. 7. Raza discului de 
s ү ^s RS — p 
secţiune = 12, distanţa cerută = 4. 8. 54,6x; 93,6л. 9. |/ 2 (R? — r?)m; pacat, 
10. 487; игү 5 т. 11. 1607; 1367. 


$ 4. 


1. Fie M, N &[8(0, r)]; deoarece discul [8(0, r)] N (OMN) este o mulţime convexă, 
rezultă că [MN] este inclus în acest disc, deci si în corpul sferic [8(0, r)]. 2. Simetricul A’ 
al unui punct A e 8(0, r) faţă de О satisface condiţia г = OA = ОА”. 8. Fie d un 


"diametru al sferei, М e 8(0, r) si № simetricul lui M faţă de d; se va arăta cá ON = r. 


4. Fie cele două cercuri C(O}, гу, a) şi O(O,, г, оз), avind punctele P, О comune. 
Atunci о П оз = РО. Arătaţi cá perpendicularele ridicate în О, si О, respectiv pe «a, 
$1 х, au un punct comun și acesta este egal depărtat de punctele celor două cercuri. 
b. Fie А, B є 8(0, г) care nu sint coliniare cu О. Prin punctele A, В, O trece un singur 
(plan OAB), deci un cerc mare prin A, В coincide cu (ABC) П 3(0, г) si astfel el este 


determinat in mod unic. 6. 3/3. 7. 3; 8. 238m; 782m. 9. 2 R. 10. 2% т 
E i 2 3 
п. t В; 19. 1927; 768т. 18. 6767; я 2 902,75. 14. = - Е m 15, 2000 т ош. 
3 a D "oe v Er y 
16. a) HERSH, zhy 2R(2R — h); c) h= R(V 5— 1). 


— 


: şi ha distant 


Exerciţii recapltulative 


en 
xt 


1. e. , 4. 8. nV. ; RV 3. 4. р" . 5. а) Notind cu 2p perimetrul secţiunii 


ui C gi exprimind aria acestei secţiuni în două moduri obţinem: 
- g(4 + sina), se allá generatoarea 


SD a conul 
p'r = Gsina* -G cos a. Tinind cont de p = 


2 
пті + sin a), b) ‘Rezultă ecuaţia trigonometricá 


б=т A+sine ресі оС) = 
sin « cos ® віп « cos? а. 
(4 + sin а)? = cos? а, de unde sina = —1, саге nu corespunde, sau віп а = I ) 
` десі « = 5 ‚ 6. 16271. 7, a) r fiind raza bazei mici a trunchiului de con Т, се za * Ў 
de unde r= А — i ;wT)- Z anm — вда + d?). b) Condiţia este indeplinitá dacá 
а= Rr (g este generatoarea trunchiului de con). Dar ga = + (Е – п)? deci 


g= ars p ‚а=В (И5— 1). 8. о(согр) = oj(cil) + 2au(tr. соп) + 201(соп) = 6na? |/ 3; 
3 2 3 
v(corp) = v(cil) + 2v(tr. con) — 2v(con) = E, 9. e, mu. 10. a) Notind cu №; 
n : h 
ele de la O la bazele [AB] $i [DC], din ЛАОВ ~ A COD avem A => 
2 
200. 
a+b ` 


2 
şi cum h = № + h, rezultă № = b) У; = “ (8а + b), 


2 
y = (a +20) # oum as b rezultă Vio Va dí. Fie e= d(O, a) > 40, B). 


Atunci d(O, B) este ћ — = sau 2 — h după cum O se află între planele a, B sau in 
exteriorul lor; in primul caz h—a « = adică х >т , agadar, in orice caz тє k Е R) ; 
(n — x)? rezultă f(z) = 22* — 


Din 2mRh = "(0 40, гї = Н* — și d-m- 


— 9ha + M + 2Rh — 2R = 0. Deoarece minimul lui f se obține pentru z = 


@- 


dacá (2) & 0 sau h & 2А (И 2— 1); dacă л> 2R (/2— 1) problema nu are soluţie. 


1 (hè + 4Rh — 45), f(R) = № > 0, problema admite o soluție unică 


Soluţia unică este л = E (d + Ик — RE — M). 18. В (/5— 2; 7 — 3/3 


18. a) 10 Vac ФИЗ; b) — uds ИЗ a), 2) ‚ 14. Notind cu æ distanța de la virful conului 
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la baza superioară a cili i C si 
indrului C si cu y raza cilindrului, putem scrie rag ce , de unde 


A ў Ке f 
y = si înălțimea cilindri este — a, doci a(0) = "7 (А — hat ns 


studiom această funcție la intervalul (O, A). 


Probleme recapitulative 


8. Intersecţia lui [ABCD] cu paralela la BD care trece prin mijlocul lui [АС]. 5 EA 
а 


1 S sin æ si 
«D жге sin « sin B а? 
= „ 1@.&$= — 3 — j 
: AU NOE d (3/3 — m). 8. a) Se observă că 
2 2 
сов А = — cos i 
cos А ; cos (В -- C), se serie membrul sting sub forma sin? B + sin? С si se aplică 
teorema sinusurilor; b) sin А = 26. А кы 
, cos А = P Ie etc.; d) dacă punctul 


= (BC) est i stele 
(BC) este unul din punctele de tangenţă ale -cercului înscris în triunghi, atunci 
А i , 


ВА =r: сїр =. 9. ităţii + 
g 3 9. a) Membrul sting al egalităţii se scrie succesiv: 2R(cos А 
+ cos В + d 0) = 2R [ + 4 sin iu Pise | ba 
sin — sit 4 
п 1 5 sin | cu f + n b) se aratá 
că sin A + sin B + sin С = 4 cos — cos — c Pos + С = 
08 ; cos 5 соз da — gi cos A + cos В + cos C 


CAM aride В C 
-—4--4sin — sin — sin — = Г i i 
^ 2 5 14 x 10, Prin rezolvári de sisteme de ecuaţii se 


obțin А (a, b i 
Ип А (а, b), B(a 4- 4, b 4- 1) si C(a +2, b+ 4); deci triunghiul are laturile de lun- 


, 


gimi Y Žž, 21/ 5, V/ 10. Se calcule i: 3/19 5 
; azá apoi: A = агесов—ту— , В=т— arccos 2 


C = antcos m 


11. a) Dacă B’ este piciorul înălțimii din B, din triunghiul ABB’, 
se obține AB’ = с соз A. Relaţia rezultă din triunghiul AHB’ în care u (AAR) = 
J 4 


т 
EEG o scri i i 4e = 
7 ›) Membrul sting se scrie succesiv : 2. А (віп A cos A + sin B cos B--sin Ccos С) = 


== D 2 i i ; 
2R*(sin 24 + sin 2B + sin 20) = 8R?sin A sin B sin С. 12. Dacă AZ N e(O, В) = (4, D} 
şi OZ N C(O, R) = {F, G}, atunci IG* IF = IA* ID și IG' TE E ad 
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тт e m 


Lie 478 
Apoi se observă că IA = ЕЕ ul DEE) nus = u(DBl, DI = BD = 


sin — 
2 


= ii sin 2 (triunghiul OBI fiind isoscel). Aşadar ТА, ID = 2Rr. 18. Din r = 


= A4R sin 2 sin Z sin £ ‚ ве obține succesiv: г = 2R sin (cos B - = cos 210), 


со Rp) 20) 


2R sine £ — 9R cos B —C sin E +r = 0. Rezultă că 4 (e cos? z 


14. 2 cos [ (5 — ||. 15. Se foloseşte: (z — 4)(z^ + zn ee 1) = аи: 


2+1 


2—1 


5 Кт 5 : : 
16. к= „m=1,z>= —ietg —, ke 2. 24. Fie abc unghiul triedru Aea 
n 


si О virful său. Se construiesc într-un plan unghiurile adiacente a'b’, b'c', c'a” cu 


vîrful comun O', congruente respectiv cu @, £c, & şi punctele А” са, А" еа 
репіги саге (ОА) = (0А) = (0'A^). 1) Dacá mla) + m(bc) + mică) < 180, se 
consideră M’ e Б П (A'A"), N ec N (АА”] și punctele cerute M, N se determină 
astfel ca (ОМ) = (0'M^), (ON) = (ON). 2) Dacă m(ab) + mee) + Со) > > 180°, 
M = N = О. 95. Cel mult 6. 80. Fie AB muchia unghiului diedru, iar C, D celelalte 
virluri ale tetraedrului. Proiectati С si D pe AB si pe semiplanul bisector. 
33. Dreptele AM, BN descriu respectiv planele (Adı), (Bd) a căror intersecţie este 
locul cerut. Deoarece planul « taie (Ad,), (Ва) după dreptele paralele dı, da se 


deduce cá (Adı) N (Bda) este o dreaptă paralelă cu d, sau mulțimea vidă. 84. Se 


proiectează A, B, C Din. A By, Q^, D poig si se observá cá E = Ад ; 
BL B B^, 


36. Se va arăta că piciorul H al perpendicularei din D pe (ABC) este ortocentrul 
triunghiului ABC. Notind cu С, punctul diametral opus lui C în cercul circumscris 


lui ABC, se observă că AH BC, este un paralelogram deci AH? + ВС? = ВС? + ВС? = 
= Ccă. 39. (АВС) | OM. 40. H [ab + а + (a + a) (b + b) 43. Sfera este 
tangentă bazelor in centrele lor de greutate; 18R* y 3, em 3. 4. 1,0267 тї. 


46. a) z В? sin? > соз? a; b) 4R? віп 2a; с) 60. 47. = (2+V/3), = (2 —V/3) 


2 ХТ n 
TU (19 4. 7/3). 48. Sfera de diametru AB, fără A si В. 58. Perechile de cercuri. 
6 . 4 
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circumscrise triunghiurilor VAB, VA'B'; VBC', VB'C'; VCA, VC'A' sint tan- 


gente, Din exerc. 52 rezultá cá cele două sfere au același plan tangent.in O. 
25 = = 

56. — (b? +c? = 2n і 8 : 
a (b? + c?), unde S «LA BC). 56. а) 7 0/3; b) = па? (5 — 2 6); с) 5— 2|/ 6. 


57. &rRR, 58. Centrele sferelor sint vîrfurile unui tetraedru regulat; h= r + 


oa je 2 
+ бА 59. Să se arate cá se aplică formula (8) de la Cap. VII, 


Cap. II. Aplicațiile irigonometriel in geometrie 

. Coordonate polare în plan. s»: s.src setce nenets neon 
. Teorema sinusurilor și teorema cosinusului... rii 
Rezolvarea triunghiurilor —.... eene 
. Formule pentru aria triunghiului. ... cecene 
. Raza cercului circumscris și raza cercului înscris în triunghi... ....- 
КАРИА! practice ауы eene ra min are e em mele ae ea eee ae ae 
xerciții recapitulative «eet 


сл 0» t2 e 


e 


$ 
$ 
$ 
$ 
$ 
$ 
E 


Cap. 111. Aplicațiile trigonometriel în algebră 
; $ 1. Forma trigonometricá a unui număr complex... mmt 


$ 2. Operatii cu numere complexe scrise sub formá trigonometricá. ....... х 


$ 3. Rădăcina de ordinul т dintr-un număr complex....«« ntn 


Cap. IV. Ineidenfa, ordonarea şi paralelismul în spațiu 
$ 1. Axiomele geometriei in вра eie а eiie ee ку үк: lene 
8 2. Construcţii în ЮРАШ; oue eoe some neis агын эс 
$ 3. Semispaţiu 


Cap. V. Perpendieularitate în spaţiu 
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O сл со о co 


Cap 


Сар. 


Poliedre 

$4; Prisma з.е Коб pă 

$59: Piramida ee dns vr ANM 98 

$ 3. Trunchiul de баш ts s TOUR nes. ENDE ИУ 

$ 4. Mulfimi poliedrale ........ ИИИ у: 

3 5. Volumul ааа Бонев, ou mm ia А oe с, = 

sea Matia кво еа Я He «M 

Exerciţii recapitulative RUN PEERS Ur ua МЕ. ex. ny 

VII. Corpuri rotunde í 

SA OIM UE tes o ms a need шен. 

ŞI Conul qe. mers ARR de o KMS. acr аруу ны ү ca et bs 

dig e IMA E e a RM US rg E sd ad MILA teal, д 

Чеш Сна Bă WE Vo XE AL 1 мын ыы а о: e 

Midi aceea udo aie Aaa dd ee et E Pl e in) 

Probleme recapitulative ......... Do gano У i d aIv PARE Зе m 

Prev ced epa) Dii WW T ESAME | 
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